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1 問1の解答

(1) ϕA(x) = det(xI − A) を計算してみると,

ϕA(x) =

∣∣∣∣∣∣∣
x − 1 −3 2

3 x − 13 7
5 −19 x + 10

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣
x − 1 1 2

3 x + 1 7
5 2x + 1 x + 10

∣∣∣∣∣∣∣ ( 2列目+ 3列目×2 )
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=

∣∣∣∣∣∣∣
x − 1 1 2

3 x + 1 7
−1 −1 x − 4

∣∣∣∣∣∣∣ ( 3行目+ 2行目×(−2) )

=

∣∣∣∣∣∣∣
x − 2 1 2
−x + 2 x + 1 7

0 −1 x − 4

∣∣∣∣∣∣∣ ( 1列目+ 2列目×(−1) )

=

∣∣∣∣∣∣∣
x − 2 1 2

0 x + 2 9
0 −1 x − 4

∣∣∣∣∣∣∣ ( 2行目+ 1行目×1 )

= (x − 2) ·

∣∣∣∣∣ x + 2 9
−1 x − 4

∣∣∣∣∣ ( 1列目で展開 )

= (x − 2) {(x + 2)(x − 4) + 9}
= (x − 2)(x2 − 2x + 1)

= (x − 1)2(x − 2)

となることが分かります.

(2) (1) の結果から, A の最小多項式 ψA(x) は, (x − 1)(x − 2), (x − 1)2(x − 2) のうち
のいずれかになることが分かります. そこで, (A − I)(A − 2I) を計算してみると,

(A − I)(A − 2I) =

 0 3 −2
−3 12 −7
−5 19 −11


 −1 3 −2

−3 11 −7
−5 19 −12


=

 1 −5 3
2 −10 6
3 −15 9


となることが分かりますから,

(A − I)(A − 2I) 6= O

となることが分かります. よって, A の最小多項式は,

ψA(x) = (x − 1)2(x − 2)

となることが分かります. したがって, 第 12回の問 1の (4) と同様にして, A の
Jordan標準形 JA は,

JA =

 1 1 0
0 1 0
0 0 2


となることが分かります.
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また, 第 12回の問 1の (5) と同様に, 行列 P の列ベクトルを, p1,p2,p3 ∈ C3 として,

P =
(

p1 p2 p3

)
と表わして, P が正則行列であるという条件のもとで,

P−1AP = JA

という式を, p1,p2,p3 ∈ C3 という列ベクトルに対する条件として書き直してみると,

P−1AP =

 1 1 0
0 1 0
0 0 2

 ⇐⇒ AP = P

 1 1 0
0 1 0
0 0 2


⇐⇒

(
Ap1 Ap2 Ap3

)
=

(
p1 p2 p3

)  1 1 0
0 1 0
0 0 2


=

(
p1 p1 + p2 2p3

)

⇐⇒


Ap1 = p1

Ap2 = p1 + p2

Ap3 = 2p3

⇐⇒


(A − I)p1 = 0

(A − I)p2 = p1

(A − 2I)p3 = 0

(1)

となることが分かります. よって, (1) 式の連立一次方程式を順番に解くことで, 例えば,

P =

 1 1 1
2 1 −1
3 1 −2


と取ることができることが分かります.1

2 今回の問題について

さて, 第 12回の問 1のところでは,「見やすい形」の行列として, 対角行列だけでなく,
Jordan標準形まで許すことにすると,

1もちろん, P は, P−1AP = JA となるような正則行列であれば, 上の行列でなくとも構いません.
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行列の標準形の問題¶ ³
与えられた正方行列 A に対して,

P−1AP = Λ

となるような「見やすい形」の行列 Λ と正則行列 P を見つけよ.µ ´
という「行列の標準形の問題」はいつでも解決できるということを述べました. また, 勝
手にひとつ与えられた n 行 n 列の行列 A に対して, 行列 A を掛け算することによって
定まる Cn 上の線型写像

LA : Cn → Cn

を Jordan標準形という「見やすい形」で表現するような Cn の「上手い基底」が実際に
存在するということを確かめるためには, 行列 A の一般固有ベクトル空間

行列 A の (固有値 λ に対応した )一般固有ベクトル空間¶ ³
V (λ)gen = {u ∈ Cn | (A − λI)mu = 0 となるような自然数 m ∈ N が存在する. }µ ´

に注目して,

「Jordan標準形の存在」を示すための基本的な戦略¶ ³
(i) Cn が,

Cn = V (λ1)gen ⊕ V (λ2)gen ⊕ · · · ⊕ V (λN)gen

というように, 行列 A の一般固有ベクトル空間の直和に分解することを確か
める.

(ii) それぞれの一般固有ベクトル空間 V (λi)gen に対して,「上手い基底」を定める
ことを考える.µ ´

という二つのステップを通して「行列の標準形の問題」を解決することを考えるというこ
とが基本的な戦略であることにも触れました. さらに, 第 12回の問 2のところでは, (ii)の
ステップへの準備として, 行列 A がベキ零行列のときに, 実際に, 線型写像 LA を Jordan
標準形で表現するような Cn の「上手い基底」が存在することを確かめました.
そこで, 今回の演習では, (i)のステップである「一般固有ベクトル空間への分解」とい

う問題について考えてみることにしました. (一変数 )多項式環 C[x] の持つ性質について
は, すでに, 第 11回の問 2のところでも触れましたが, 行列 A の最小多項式 ψA(x) に
注目して, (一変数 )多項式環の持つ性質を上手く利用することで, (i)のような一般固有
ベクトル空間への分解を行なうことができます. 皆さんに, こうした Jordan標準形に関す
る理論的な側面に, 具体例を通して触れてもらうことで, Jordan標準形に対する理解を深
めてもらおうと考えて, 今回の問題を出題してみました. ですから, 問 1, 問 2, 問 3 をバラ
バラの問題と考えるのではなく, 全体でひとつの問題であると考えて見直してもらえると,
Jordan標準形に対する理解が深まるのではないかと思います.
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3 問2の解答

(1) いま, |T | < 1 に対して,

1
1 − T

= 1 + T + T 2 + T 3 + · · · (2)

となることに注意すると,

h(x) =
1

x − 2

=
1

(x − 1) − 1

= − 1
1 − (x − 1)

= −
{
1 + (x − 1) + (x − 1)2 + · · ·

}
( (2) 式で T = x − 1 とした )

= −1 − (x − 1) − (x − 1)2 − · · · (3)

となることが分かります.

(2) 問題文中の (♥) 式より, g1(x) は,

g1(x) =
1

x − 2
− (x − 1)2 · g2(x)

x − 2
(4)

と表わせることが分かります. そこで, いま, (4) 式の右辺の第二項に現われる

g2(x)
x − 2

という関数の x = 1 のまわりでの Taylor展開を, a0, a1, · · · ∈ R として,

g2(x)
x − 2

= a0 + a1(x − 1) + · · · (5)

と表わすことにすると, (3) 式, (4) 式, (5) 式から,

g1(x) =
1

x − 2
− (x − 1)2 · g2(x)

x − 2
= {−1 − (x − 1) − (x − 1)2 − · · · } − (x − 1)2 {a0 + a1(x − 1) + · · · }
= −1 − (x − 1) − (a0 + 1)(x − 1)2 + · · ·

となることが分かります. よって, g1(x) の x = 1 のまわりでの Taylor展開は,

g1(x) = −1 − (x − 1) + · · ·

という形であることが分かります.

もちろん, (4) 式, あるいは, (♥) 式の両辺を直接微分して,

g1(1) = −1, g′1(1) = −1
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となることを確かめることで, g1(x) の x = 1 のまわりでの Taylor展開が,

g1(x) = g1(1) + g′1(1)(x − 1) + · · ·
= −1 − (x − 1) + · · ·

という形になることを結論しても構いません.

(3) (2) 式の両辺を T で微分すると,

1
(1 − T )2

= 1 + 2T + 3T 2 + 4T 3 + · · · (6)

となることが分かりますが, さらに, (6) 式において, T Ã −T と置き換えることで,

1
(1 + T )2

= 1 − 2T + 3T 2 − 4T 3 + · · · (7)

となることが分かります. これより,

k(x) =
1

(x − 1)2

=
1

{1 + (x − 2)}2

= 1 − 2(x − 2) + 3(x − 2)2 − · · · ( (7) 式で T = x − 2 とした ) (8)

となることが分かります.

(4) (2) と同様に, (♥) 式より, g2(x) は,

g2(x) =
1

(x − 1)2
− (x − 2) · g1(x)

(x − 1)2
(9)

と表わせることに注意して, (9) 式の右辺の第二項に現われる

g1(x)
(x − 1)2

という関数の x = 2 のまわりでの Taylor展開を, b0, b1, · · · ∈ R として,

g1(x)
(x − 1)2

= b0 + b1(x − 2) + · · · (10)

と表わすことにすると, (8) 式, (9) 式, (10) 式から,

g2(x) =
1

(x − 1)2
− (x − 2) · g1(x)

(x − 1)2

= {1 − 2(x − 2) + 3(x − 2)2 − · · · } − (x − 2){b0 + b1(x − 2) + · · · }
= 1 − (2 + b0)(x − 2) + (3 − b1)(x − 2)2 − · · ·

となることが分かります. よって, g2(x) の x = 2 のまわりでの Taylor展開は,

g2(x) = 1 + · · ·

6



という形であることが分かります.

もちろん, (4) 式, あるいは, (♥) 式を用いて,

g2(2) = 1

となることを確かめることで, g2(x) の x = 2 のまわりでの Taylor展開が,

g2(x) = g2(2) + g′2(2)(x − 2) + · · ·
= 1 + · · ·

という形になることを結論しても構いません.

(5) g1(x) = −x, g2(x) = 1 としてみると,

(x − 2)g1(x) + (x − 1)2g2(x) = −(x − 2)x + (x − 1)2

= −x2 + 2x + x2 − 2x + 1

= 1

となることが分かりますから, (♥) 式が成り立つことが分かります.

4 (♥) 式の一般解はどうなるのか

ここで, 気になる方もいるかもしれませんので, (♥) 式の一般解がどうなるのかという
ことを考えてみることにします.
まず, 問 1の (2)より, g1(x)の x = 1におけるTaylor展開に現われる項のうち, (x−1)2

以上の項を (x − 1)2 で括ってみると, g1(x) は,

g1(x) = −x + (x − 1)2h1(x) (11)

という形に表わせることが分かります. ここで, g1(x) は多項式であるということに注意
すると, g1(x) のTaylor展開には有限個の項しか登場しないということが分かりますから,
h1(x) も多項式になるということが分かります.2 同様にして, 問 1の (4) より, g2(x) も,
適当な多項式 h2(x) ∈ C[x] を用いて,

g2(x) = 1 + (x − 2)h2(x) (12)

という形に表わせることが分かります. そこで, (11) 式, (12) 式を (♥) 式に代入してみ
ると,

1 = (x − 2)g1(x) + (x − 1)2g2(x)

= (x − 2){−x + (x − 1)2h1(x)} + (x − 1)2{1 + (x − 2)h2(x)}
= 1 + (x − 2)(x − 1)2{h1(x) + h2(x)}

2多項式 g1(x) を x = 1 のまわりで Taylor展開するとは, x = (x − 1) + 1 と考えて, g1(x) を (x − 1) の
ベキの形に整理するということでした.
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となることが分かりますから,

(♥) 式が成り立つ. ⇐⇒ (x − 2)(x − 1)2{h1(x) + h2(x)} = 0

⇐⇒ h1(x) + h2(x) = 0

⇐⇒ h1(x) = −h2(x)

となることが分かります. したがって,

h1(x) = −h2(x) = m(x)

と書くことにすれば, (♥) 式の一般解は, m(x) ∈ C[x] を, 勝手な多項式として, g1(x) = −x + (x − 1)2m(x)

g2(x) = 1 − (x − 2)m(x)

という式で与えられることが分かります.

5 問2を見直すと

さて, 2節でも触れたように, 今回の演習の目標は, 勝手にひとつ与えられた n 行 n 列
の行列 A に対して, 線型空間 Cn が,

行列 A の一般固有ベクトル空間による Cn の直和分解¶ ³
Cn = V (λ1)gen ⊕ V (λ2)gen ⊕ · · · ⊕ V (λN )genµ ´

というように, 行列 A の一般固有ベクトル空間の直和に分解されるということを理解す
るということにあります. 以下で見るように, 議論の鍵となるのが, 問 2で考えた (♥) 式
という等式なのですが,「行列 A の最小多項式 ψA(x) に注目する」ということと,「(一
変数 )多項式環 C[x]の持つ性質をうまく用いる」ということが, ここでのアイデアにな
ります. そこで, 一般的な状況を扱う前に, まずは, 問 2の問題の意味を (一変数 )多項式
環 C[x] のイデアルという立場から見直してみることにします. 慣れないうちは, 議論が
抽象的に感じられるかもしれませんが, 余り気にせずに, 軽い気持ちで読み進めてみて下
さい. 後で, もう少し, こうしたことを考える背景や幾何学的なイメージについても触れて
みようと思います.
いま, 問 1の結果から, 与えられた行列 A の最小多項式 ψA(x) は,

行列 A の最小多項式¶ ³
ψA(x) = (x − 1)2(x − 2)µ ´

となることが分かります. この多項式 ψA(x)は「x = 1に対応した部分」である (x − 1)2

と「x = 2 に対応した部分」である (x − 2) からできていると考えることができます.
そこで, ψA(x) から,「x = 1 に対応した部分」,「x = 2 に対応した部分」を, それぞれ取
り除くことで,
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多項式 f1(x), f2(x) の定義式¶ ³
f1(x) =

ψA(x)
(x − 1)2

= x − 2

f2(x) =
ψA(x)
x − 2

= (x − 1)2µ ´
という二つの多項式を考えて, (一変数 )多項式環 C[x] の中で, f1(x), f2(x) の生成するイ
デアル I を考えてみることにします. 第 11回の問 2のところでは, このようなイデアルの
ことを,

多項式 f1(x), f2(x) の生成するイデアル¶ ³
I = 〈 f1(x), f2(x) 〉 ⊂ C[x]µ ´

という記号で表わすことにしましたが, イデアル I は, f1(x), f2(x) ∈ C[x] という二つ
の多項式を含むようなイデアルの中で, 包含関係 ⊂ に関して最小のイデアルであり, 具体
的には, 次のように記述できるのでした.
まず, I は f1(x), f2(x) ∈ C[x] を含むイデアルであるということから, 勝手な二つの多

項式 g1(x), g2(x) ∈ C[x] に対して,

f1(x)g1(x), f2(x)g2(x) ∈ I

となることが分かりますから,

f1(x)g1(x) + f2(x)g2(x) ∈ I (13)

となることが分かります. したがって, イデアル I は, (13) 式のような形の多項式をすべ
て含まなければならないことが分かります. 一方, g1(x), g2(x) ∈ C[x] を用いて,

f1(x)g1(x) + f2(x)g2(x)

という形に表わされる多項式全体の集合がイデアルになるということも確かめることがで
きますから,3 結局, f1(x), f2(x) の生成するイデアル I は, 具体的に,

イデアル I の具体的な記述 (その１)¶ ³
I = { f1(x)g1(x) + f2(x)g2(x) ∈ C[x] | g1(x), g2(x) ∈ C[x] } (14)µ ´

というように記述できることが分かるのでした.
さて, こちらも, 第 11回の問 2のところで見たように, (一変数 )多項式環 C[x] の勝手

なイデアル I の抽象的な構造はとても簡単な形をしていて, イデアル I に属する 0 と異
なる多項式の中で, 多項式の次数の最も低い多項式 d(x) ∈ I を, 勝手にひとつ取ってく
ると, I に属するすべての多項式は d(x) で割り切れるということが証明できるのでした.
すなわち, イデアル I は, このような多項式 d(x) を用いて,

3皆さん, 確かめてみて下さい.
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イデアル I の具体的な記述 (その２)¶ ³
I = { d(x)h(x) ∈ C[x] | h(x) ∈ C[x] }

= d(x) · C[x]µ ´
というように記述することができるのでした.
そこで, 我々が問題としている f1(x), f2(x) の生成するイデアル I の場合に, d(x) が何

になるのかということを考えてみます.4 いま, 定義により,

f1(x) ∈ I

となりますから, d(x) は f1(x) = (x− 2) を割り切らなければならないことが分かります.
したがって, この時点で, d(x) は,

d(x) = 1, (x − 2)

のうちのいずれかでなければならないことが分かります. さらに,

f2(x) ∈ I

となりますから, d(x) は f2(x) = (x− 1)2 も割り切らなければならないことが分かります.
したがって, この時点で, d(x) = (x − 2) である可能性はなくなって,

d(x) = 1

となることが分かります.
以上から,

I = 〈 1 〉
= 1 · C[x]

= { 1 · h(x) ∈ C[x] | h(x) ∈ C[x] }
= C[x]

となることが分かりました. 特に,

1 = d(x) ∈ I

となることが分かりますが, イデアル I の (14) 式という表示を考えると,

1 = f1(x)g1(x) + f2(x)g2(x)

= (x − 2)g1(x) + (x − 1)2g2(x)

4第 11回の問 2のところでも注意したように, 与えられたイデアル I に対して, d(x) ∈ C[x] の取り方は唯
一通りではありませんが, さらに, 多項式 d(x) の x に関する最高次の係数が 1 になるという条件を課すと,
d(x) は唯一通りに定まりますから, 以下では, 常に, d(x) として, このような多項式を考えることにします.
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となる多項式 g1(x), g2(x) ∈ C[x] が存在するはずです. これらの多項式を具体的に求めて
下さいというのが, 問 2の問題の意味です. すなわち, 上の議論から, f1(x), f2(x) の生成
するイデアル

I = 〈 f1(x), f2(x) 〉

に属する 0 と異なる多項式の中で, 次数が最も低い多項式は定数関数 1 になるはずです
が, 定数関数 1 をイデアル I の「生成元」f1(x), f2(x) を用いて具体的に表わしてみて下
さいということです.
いま, (♥) 式を g1(x) について解いてみると,

g1(x) =
1

x − 2
− (x − 1)2 · g2(x)

x − 2
(15)

となることが分かりますが, (15) 式の右辺の第二項には (x − 1)2 が掛っていることに注
意すると, g1(x) の x = 1 のまわりでのTaylor展開の形は, (x − 1) について一次の項
までは, 第一項である 1

x`2
からピッタリ決まってしまうということが分かります. すな

わち, 問 2の解答でも見たように, g2(x)
x−2 という関数の x = 1 のまわりでの Taylor展開を,

a0, a1, · · · ∈ R として,
g2(x)
x − 2

= a0 + a1(x − 1) + · · ·

と表わすことにすると, g1(x) の x = 1 のまわりでの Taylor展開は,

g1(x) =
1

x − 2
− (x − 1)2 · g2(x)

x − 2
= {−1 − (x − 1) − (x − 1)2 − · · · } − (x − 1)2 {a0 + a1(x − 1) + · · · }
= −1 − (x − 1) − (a0 + 1)(x − 1)2 + · · ·

というように, (x − 1) について一次の項までは, 第一項である 1
x−2 からピッタリ決まっ

てしまうことが分かります. そこで, 問 2では, この事実に注目して, (♥) 式の解を具体的
に求めてもらうという形で問題を出題してみました. このとき, Taylor展開の各項のうち,
ピッタリと値が定まる最初の部分だけを取り出すことで, (♥) 式の解が得られるというこ
とは, 例えば, 複素関数論の知識を用いるとスッキリと議論できるのですが, そうした予備
知識を必要とする話は用いずに, 問 2の (5) で見たように, 実際に解になっていることを
直接確かめてもらうという形で出題してみました.
ここでは, (一変数 )多項式環 C[x] のイデアルという視点から, (♥) 式を見直してみま

したが, イデアルを用いた議論は抽象的で分かりづらいと思われる方は, 次のように, 有理
関数の部分分数展開と関連付けて, (♥) 式を理解してみて下さい. いま, (♥) 式の両辺を,
行列 A の最小多項式

ψA(x) = (x − 1)2(x − 2)

で割り算してみると, (♥) 式は,

(♥) ⇐⇒ 1
(x − 1)2(x − 2)

=
g1(x)

(x − 1)2
+

g2(x)
x − 2

(16)

11



というように書き直せることに注意します. 一方, 有理関数

1
ψA(x)

=
1

(x − 1)2(x − 2)

の部分分数展開を, α, β, γ ∈ C として,

1
(x − 1)2(x − 2)

=
α

(x − 1)2
+

β

(x − 1)
+

γ

x − 2
(17)

と表わすことにします. ここで, (17) 式の右辺に現われる項のうち,「x = 1 に対応した部
分」と「x = 2 に対応した部分」を, それぞれ, ひとつの項にまとめて表わすと,

1
(x − 1)2(x − 2)

=
α + β(x − 1)

(x − 1)2
+

γ

x − 2
(18)

となることが分かりますが, (16) 式, (18) 式を見比べてみると, g1(x) = α + β(x − 1)

g2(x) = γ

が (♥) 式の解となることが分かります. そこで, 実際に, 部分分数展開を求めてみると,

1
(x − 1)2(x − 2)

=
−1

(x − 1)2
+

−1
(x − 1)

+
1

(x − 2)

=
−x

(x − 1)2
+

1
(x − 2)

となることが分かりますから,  g1(x) = −1 − (x − 1)

g2(x) = 1
(19)

となることが分かります.5

(一変数 )多項式環 C[x] のイデアルを用いた議論は抽象的で分かりづらいと思われる方
は, 上のように, (♥) 式とは, (18) 式という有理関数 1

 A(x)
の部分分数展開を表わす式

から, 両辺の分母を払って得られる式であると考えてみて下さい. このような視点で (♥)
式を眺めることにすると, 問 2で行なった考察も「Taylor展開を用いた部分分数展開の計
算法」であると解釈することができます.

6 (♥) 式の幾何学的なイメージについて

次に, 数学者が, (♥) という式で, どんなことをイメージしているのかということを, 少
し説明してみることにします. 議論の根底には, 第 11回の問 2のところで触れた「代数
学と幾何学の同値性」という考え方があるのですが, すぐには納得できないと思う部分が
あっても, あまり気にせずに, 気楽に眺めてみて下さい.

5もちろん, (19) 式は, 問 2の (2), (4) の主張と矛盾しては困るわけです.
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第 11回の問 2のところで説明したように,

空間と可換環の間の対応¶ ³
空間 : M = C ←→ 可換環 : R = FM = C[x]µ ´

という「空間」と「可換環」の間の対応を信じることにすると, 部分空間とイデアルの間に,

部分空間とイデアルの間の対応¶ ³
部分空間 : N = {λ1, · · · , λm} ←→ イデアル : IN = 〈

∏m
k=1(x − λk) 〉 (20)µ ´

という一対一対応があると考えることは自然なことのように思われます. そこで, 以下で
は,「(一変数 )多項式環 C[x] のイデアルを考える」ということは,「複素平面 C 上の有
限個の点からなる部分空間を考える」ということと同じことであると「見切って」考察を
進めてみることにします.
さて, 第 11回の問 2のところで見たように, 一般に, n 行 n 列の行列 A に対して, 行列

A を「根」に持つような多項式全体の集合

行列 A に対応したイデアル¶ ³
IA = {f(x) ∈ C[x] | f(A) = O }µ ´

は (一変数 )多項式環 C[x] のイデアルになるのでした. 具体的には, このような多項式の
中で, 次数が最も低いもののことを行列 A の最小多項式と呼び, ψA(x) ∈ C[x] という記
号を用いて表わすことにすると, イデアル IA は,

最小多項式 ψA(x) を用いたイデアル IA の記述¶ ³
IA = 〈ψA(x) 〉

= {ψA(x)g(x) ∈ C[x] | g(x) ∈ C[x] }µ ´
というように記述することができるのでした. 我々が問題としている

A =

 1 3 −2
−3 13 −7
−5 19 −10


という行列の場合には,

行列 A の最小多項式¶ ³
ψA(x) = (x − 1)2(x − 2)µ ´

となりますから, 対応するイデアル IA は,

行列 A に対応したイデアル¶ ³
IA = 〈 (x − 1)2(x − 2) 〉 ⊂ C[x]µ ´

13



0 21

空間 : C 可換環 : C[x]

IA = 〈ψA(x) 〉
ψA(x) = (x − 1)2(x − 2)

一対一対応

図 1: 行列 A の最小多項式 ψA(x) = (x − 1)2(x − 2) が生成するイデアル IA には, 複素
平面 C 内の N = {1, 1, 2} という部分空間が対応する.

というように表わせることが分かります. すると, (20) 式で与えられる対応によって, 幾
何学的な描像では, これは,

イデアル IA に対応した C の部分空間¶ ³
N = {1, 1, 2} ⊂ Cµ ´

という複素平面 C 内の部分空間を考えることであると解釈することができます ( 図 1を
参照 ).
そこで, 複素平面 C 上の点のうち, このような点だけが興味の対象であると考えて, 勝

手にひとつ取ってきた多項式 h(x) ∈ C[x] に対しても, 関数 h(x) のこれらの点での値に
のみ関心があると考えてみることにします. ここで, x = 1 という点は, ψA(x) の (x− 1)2

という因子に対応していますから, 二重点であると考えるのが自然です. すると, 二重点で
の関数 h(x) の値 (の情報 ) ということが問題になりますが, これを, 次のように考えてみ
ることにします.
一般に, α, β ∈ C が, 相異なる複素数であるとして,

N ′ = {α, β} ⊂ C

という部分空間を考えてみます. このとき, 部分空間 N ′ 上での多項式 h(x) の値は,

h(α), h(β) ∈ C

で与えられますが, 同じ情報は, h(α), h(β) の代わりに, 例えば,

h(α), h(β) + h(α) ∈ C

などを考えても復元することができます. そこで, 部分空間 N ′ 上での多項式 h(x) の値の
情報として,

h(α),
h(β) − h(α)

β − α
∈ C

という組を考えることにして, β を α に近付けたと考えてみることにします. すると,

h(α), h0(α) ∈ C

14



が, 二重点 {α, α} での多項式 h(x) の値の情報を担っていると解釈することができます.
以下, 三重点, 四重点などでの「値」も, 同様に考えることができます.6

我々の場合には, N = {1, 1, 2} という部分空間が興味の対象でしたから, 勝手な多項式
h(x) に対して, これらの点での関数 h(x) の「値」

部分空間 N = {1, 1, 2} 上での多項式 h(x) の「値」¶ ³
h(1), h0(1), h(2) ∈ Cµ ´

にのみ関心があるということになります. そこで, この立場から, 問 2の問題文中の (♥) 式
の意味を見直してみることにします.
いま, (♥) 式の左辺に現われる第一項, 第二項を, それぞれ,

多項式 p1(x), p2(x) の定義式¶ ³ p1(x) = f1(x)g1(x)

p2(x) = f2(x)g2(x)µ ´
と表わすことにして, (♥) 式を,

1 の分解¶ ³
p1(x) + p2(x) = 1 (21)µ ´

というように表わしてみます. すると, (21) 式は, 1 という定数関数を p1(x), p2(x) とい
う二つの関数に分解したと解釈することができます.
そこで, どのような関数に分解できたのかということを調べてみるために, それぞれの関
数の部分空間 N = {1, 1, 2} 上での「値」を調べてみることにします. いま, 定義によって,

f1(x) = (x − 2)

となりますから,
f1(2) = 0

となることが分かります. したがって, p1(x) の定義から,

p1(2) = f1(2)g1(2)

= 0 · g1(2)

= 0 (22)

となることが分かります. さらに, (21) 式と (22) 式を合わせると,

p2(2) = 1

となることも分かります. 全く同様に, 定義によって,

f2(x) = (x − 1)2

6興味のある方は, その意味付けを考えてみて下さい.
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となりますから,
f2(1) = f ′

2(1) = 0

となることが分かります. したがって, p2(x) の定義から,

p2(1) = f2(1)g2(1)

= 0 · g2(1)

= 0 (23)

p′2(1) = f ′
2(1)g2(1) + f2(1)g′2(1)

= 0 · g2(1) + 0 · g′2(1)

= 0 (24)

となることが分かります. さらに, (21) 式と (23) 式, (24) 式を合わせると, p1(1) = 1

p′1(1) = 0

となることも分かります.
以上から, p1(x), p2(x) の部分空間 N = {1, 1, 2} 上での「値」は, それぞれ,

多項式 p1(x), p2(x) の部分空間 N = {1, 1, 2} 上での「値」¶ ³
p1(1) = 1

p′1(1) = 0

p1(2) = 0

,


p2(1) = 0

p′2(1) = 0

p2(2) = 1

(25)

µ ´
という式で与えられることが分かりました. ここで, (25) 式をじっと眺めてみると, p1(x)
は, x = 2 では「情報を持たない」ということが,7 逆に, p2(x) は, x = 1 では「情報を
持たない」ということが分かります. すなわち, p1(x) は「定数関数 1 の x = 1 での情
報」のみを背負い込み, p2(x) は「定数関数 1 の x = 2 での情報」のみを背負い込むと
いうように, 定数関数 1 が分解されていると考えることができます. こうした理由で, (21)
式で与えられる分解を (部分空間 N における ) 1 の分解などと呼んだりします.
そこで, この「 1 の分解」の意味をより良く理解するために, 多項式 h(x) ∈ C[x] を, 勝

手にひとつ取ってきて, (21) 式の両辺に掛け算してみると, どうなるのかということを考
えてみることにします. すると, 前と同様に,

多項式 h1(x), h2(x) の定義式¶ ³h1(x) = h(x)p1(x)

h2(x) = h(x)p2(x)µ ´
などと書き表わすことにすれば, 関数 h(x) が,

7すなわち, x = 2 では 0 という定数関数に見えるということです.
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1 2

1 12 2

C

CC

h(x) の様子

h1(x) の様子
h2(x) の様子

図 2:「 1の分解」を用いることで,部分空間 N = {1, 1, 2}上の関数 h(x)の情報は「x = 1
にのみ情報を持つ部分」h1(x) と「x = 2 にのみ情報を持つ部分」h2(x) に「局所化」さ
れる.

「 1 の分解」を用いた多項式 h(x) の分解¶ ³
h(x) = h1(x) + h2(x) (26)µ ´

というように分解されるということになります. ここで, (26) 式の分解が, どのような分
解なのかを見極めるために, (25) 式に注意して, h1(x), h2(x) の部分空間 N = {1, 1, 2} 上
での「値」を調べてみると,

多項式 h1(x), h2(x) の部分空間 N = {1, 1, 2} 上での「値」¶ ³
h1(1) = h(1)

h′
1(1) = h′(1)

h1(2) = 0

,


h2(1) = 0

h′
2(1) = 0

h2(2) = h(2)µ ´
となることが分かります.8 すなわち, 関数 h1(x) は「h(x) の x = 1 での情報」だけを
背負い, 関数 h2(x) は「h(x) の x = 2 での情報」だけを背負うように, 関数 h(x) が
分解されていることが分かります.
以上から, (21)式という「 1の分解」とは, 多項式 h(x) の値を部分空間 N = {1, 1, 2}

上でのみ考えるとき, x = 1, x = 2 という, それぞれの点での関数 h(x) の値の情報を
「局所化」するような分解

h(x) = h1(x) + h2(x)

を生み出す「分解の素」であると理解することができることが分かりました ( 図 2 を参照
).9

ここでは, ψA(x) = (x − 1)2(x − 2) という特別な多項式をもとにして説明しましたが,

8皆さん, 確かめてみて下さい.
9多項式 h(x) の部分空間 N = {1, 1, 2} 上での値だけに注目しているということを強調するために, 図 2

では, 部分空間 N 以外の点での h(x) の値は 0 であると解釈して表わすことにしました. また, 本当は, 二重
点 x = 1 における関数 h(x) の値は, (h(1), h′(1)) というベクトル値になるわけですが, あくまでも大まかな
イメージを与えることを第一に考えたので, 図 2では, この点は無視して描くことにしました.
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全く同様の考察を, 一般の多項式に対して行なうことができます. すなわち, 相異なる複素
数 λ1, λ2, · · · , λL ∈ C と自然数 d1, d2, · · · , dL ∈ N に対して,

行列 A の最小多項式 (一般の場合)¶ ³
ψA(x) =

L∏
i=1

(x − λi)di

µ ´
であるとして, 同様の考察を行なうことができます. すると, この場合には,

イデアル IA に対応した C の部分空間¶ ³
N = {λ1, · · · , λ1︸ ︷︷ ︸

d1 個

, λ2, · · · , λ2︸ ︷︷ ︸
d2 個

, · · · , λL, · · · , λL︸ ︷︷ ︸
dL 個

} ⊂ C

µ ´
という部分空間 N 上でのみ多項式 h(x) ∈ C[x] の「値」を考えるということになります.
そこで, 前と同様に, k = 1, 2, · · · , L に対して, ψA(x) から x = λk での情報だけを取り

除いた
多項式 fk(x) の定義式¶ ³
fk(x) =

ψA(x)
(x − λk)dk

=
∏
i 6=k

(x − λi)di

µ ´
という多項式たちを考えて, fk(x) たちの生成する C[x] のイデアル

fk(x) たちの生成する C[x] のイデアル¶ ³
I = 〈 f1(x), f2(x), · · · , fL(x) 〉 ⊂ C[x]µ ´

を考えてみます. すると, 前と同様に, イデアル I は,

イデアル I は C[x] と等しくなる¶ ³
I = 〈 1 〉

= C[x]µ ´
となることが分かります.10 したがって,

f1(x)g1(x) + f2(x)g2(x) + · · · + fL(x)gL(x) = 1 (27)

となるような多項式 gk(x) ∈ C[x], (k = 1, 2, · · · , L) が存在することが分かります. 実際,
これらの多項式 gk(x) たちは, 例えば, 問 2と同様に考えることで, 具体的に求めることが
できます.

10皆さん, 確かめてみて下さい.
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あるいは, 5節と同様に,
1

ψA(x)

という有理関数の部分分数展開を考えて, k = 1, 2, · · · , L に対して,「x = λk に対応した
部分」を, それぞれ, ひとつの項にまとめて,

1
ψA(x)

=
g1(x)

(x − λ1)d1
+

g2(x)
(x − λ2)d2

+ · · · + gL(x)
(x − λL)dL

(28)

という形に表わすことにします. このとき, (28) 式の分母を払って得られる式が, (27) 式
であると考えてもらっても構いません.
そこで, (27) 式の左辺に現われるそれぞれの項を,

多項式 pk(x) の定義式¶ ³
pk(x) = fk(x)gk(x), (k = 1, 2, · · · , L)µ ´

と表わすことにして, (27) 式も,

1 の分解¶ ³
p1(x) + p2(x) + · · · + pL(x) = 1 (29)µ ´

というように表わすことにします. このとき, k0 ∈ {1, 2, · · · , L} を勝手にひとつ取ってき
て, それぞれの関数 pk(x) の x = λk0 での「値」がどうなるかということを考えてみます.
いま, x = λk0 は dk0-重点ですから, 勝手な多項式 h(x) ∈ C[x]の x = λk0 での「値」は,

多項式 h(x) の x = λk0 での「値」¶ ³
h(λk0), h′(λk0), · · · , h(dk0

−1)(λk0) ∈ Cµ ´
という値たちで表わされることになります. そこで, 定義に戻って考えてみると, k 6= k0

に対して, fk(x) は,
fk(x) = (x − λk0)

dk0 ·
∏

i 6=k,k0

(x − λi)di

というように, (x − λk0)
dk0 で括れることが分かります. したがって, k 6= k0 のとき,

fk(λk0) = f ′
k(λk0) = · · · = f

(dk0
−1)

k (λk0) = 0 (30)

となることが分かります.11 よって,

pk(x) = fk(x)gk(x)
11例えば, fk(x) の x = λk0 での Taylor展開には (x − λk0)

dk0 以上の次数の項しか登場しないことから,
(30) 式が成り立つことが分かります. あるいは, 積の微分に関する Leibniz 則

dn

dxn
(f(x)g(x)) =

n
X

k=0

 

n

k

!

f (n−k)(x)g(k)(x)

= f (n)(x)g(x) + nf (n−1)(x)g′(x) + · · · + f(x)g(n)(x)

を用いて, (30) 式を確かめることもできます. Leibniz 則自体は, n に関する数学的帰納法を用いて確かめる
ことができます.
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という関数に対して, Leibniz 則を適用してみると, (30) 式から, k 6= k0 に対して,

pk(λk0) = p′k(λk0) = · · · = p
(dk0

−1)

k (λk0) = 0 (31)

となることが分かります.12 さらに, (29) 式と (31) 式を合わせて考えると,

pk0(λk0) = 1

p′k0
(λk0) = · · · = p

(dk0
−1)

k0
(λk0) = 0

となることも分かります.
以上から, k, l ∈ {1, 2, · · · , L} として,

多項式 p1(x), · · · , pL(x) たちの部分空間 N 上での「値」¶ ³

pk(λk) = 1

p′k(λk) = 0
...

p
(dk−1)
k (λk) = 0

,



pl(λk) = 0

p′l(λk) = 0
...

p
(dk−1)
l (λk) = 0

, (l 6= k のとき) (32)

µ ´
となることが分かりました. 前と同様に. ここで, (32) 式をじっと眺めてみると, それぞれ
の多項式 pk(x) は「定数関数 1 の x = λk における情報」だけを担っていることが分か
ります. その意味で, (29) 式で与えられる分解を (部分空間 N における ) 1 の分解と呼
びます. また, 多項式 h(x) ∈ C[x] を勝手にひとつ取ってきて, (29) 式の両辺に掛け算して
みると,

多項式 hk(x) の定義式¶ ³
hk(x) = h(x)pk(x), (k = 1, 2, · · · , L)µ ´

として,

「 1 の分解」を用いた多項式 h(x) の分解¶ ³
h(x) = h1(x) + h2(x) + · · · + hL(x)µ ´

という多項式 h(x) の分解が得られますが, 前と同様にして, (32) 式を用いると, k, l ∈
{1, 2, · · · , L} として,

多項式 h1(x), · · · , hL(x) たちの部分空間 N 上での「値」¶ ³

hk(λk) = h(λk)

h′
k(λk) = h′(λk)

...

h
(dk−1)
k (λk) = h(dk−1)(λk)

,



hl(λk) = 0

h′
l(λk) = 0

...

h
(dk−1)
l (λk) = 0

, (l 6= k のとき) (33)

µ ´
12皆さん, 確かめてみて下さい.
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となることが分かります.13 したがって, (33) 式から, k = 1, 2 · · · , L に対して, それぞれ
の関数 hk(x) は「関数 h(x) の x = λk における情報」だけを担っていることが分かり
ます. すなわち, (29) 式という「 1 の分解」を用いることで, 部分空間 N 上の関数の「値」
の情報が「局所化」できることが分かりました.
さて, 第 11回の解説の最後の部分で, (一変数 )多項式環 C[x] と整数全体の作る環 Z と

は似ているということに少し触れました. 例えば, 勝手な多項式 f(x) ∈ C[x]が, 0 6= a ∈ C
として,

f(x) = a

L∏
i=1

(x − λi)di

というように一次式の積に分解できるということは, 整数の世界では, 勝手な整数 n ∈ Z
が,

n = ±
L∏

i=1

pdi
i

というように素数の積に分解できるということに似ています. このとき, 多項式の世界で
は, (x− λ) という一次式に対して, 複素平面の点 λ ∈ C を対応させたのでした.14 すると,
整数の世界でも, 各素数 p に対して, 対応する点 p̂ が存在すると考えて, そうした点から
なるような空間を考えることは自然なことのように思えます. このように, 二つの世界を
対比させて考えてみると, 次のような類似があることが分かります.

(一変数 )多項式環 C[x] と整数全体の作る環 Z との類似¶ ³
複素平面 : C ←→ 素数の空間 : M =

{
2̂, 3̂, 5̂, 7̂, · · ·

}
多項式 : f(x) = a

∏L
i=1(x − λi)di ←→ 整数 : n = ±

∏L
i=1 pdi

i

一次式 : (x − λ) ←→ 素数 : p

Taylor展開 : f(x) = a0 + a1(x − λ) + · · · ←→ p 進展開 : n = b0 + b1p + · · ·
...µ ´

このように考えてみると, 整数とは, 単なる数ではなく, 素数の空間 M 上の「関数」で
あると考える方が, より自然な見方なのではないかという気がジワジワとしてきます. 例
えば, 一次式 (x− 1) とは, 複素平面 C 上で, x = 1 にのみ一位の零点15を持つ関数ですか
ら, 上の類似を信じると, 例えば,「素数 7 とは, 素数の空間 M 上で, 7̂ にのみ一位の零点
を持つような関数である」という気がしてきますし,「整数 12 = 22 · 3 とは, 素数の空間
M 上で, 2̂ に二位の零点16を持ち, 3̂ に一位の零点を持つような関数である」という気が
してきます. また, 多項式 f(x) ∈ C[x] の x = λ ∈ C での値とは, f(x) の x = λ のまわり
での Taylor展開

f(x) = a0 + a1(x − λ) + a2(x − λ)2 + · · ·

13皆さん, Leibniz 則を用いて, 確かめてみて下さい.
14より正確には, (x− λ) の生成するイデアル I = 〈 (x− λ) 〉 に対して, 複素平面の点 λ ∈ C を対応させた

のでした.
15すなわち, 重根ではないということです.
16すなわち, 二重根ということです.
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を考えると, 定数項 a0 のことですから, 再び, 上の類似を信じると, 整数 n の点 p̂ ∈ M で
の値とは, n の p 進展開

n = b0 + b1p + b2p
2 + · · ·

を考えると, n を素数 p で割った余り b0 のことであるという気がしてきます. 例えば,「関
数 8 の 点 3̂ での値は 2 である」という気がしてきます.17 このように, 整数を単なる数
と考えるのではなく,「素数の空間の上の関数である」と「見切る」ことで, 整数の「関数
としての性質」をより良く理解しようという努力の下に, 現在の整数論は発展していると
言えます.
このように, 数学の世界では, 皆が「当たり前で分かりきったもの」として一面的な姿で

しか見ることができなかった対象を, 異なる角度から考え直してみることで, 思わぬ視点
が得られ,「なるほど」という喜びと共に理解が進むということがあります. そして, こう
したより良い視点の発見が, 数千年の歴史を持つ数学の発展を支える原動力になってきた
のではないかと思います. このように, 新しい視点で眺めてみることで,「なるほど」とい
う喜びと共に理解が進むということは, 数学に限らず, 他の学問や, ひいては, 人間の文化
活動すべてに共通することではないかと思います. ですから, 皆さんが, 将来, どの道に進
むことになるにしても, すぐに,「当たり前」とか「つまらない」とか決めつけずに, 色ん
なことを学び, あれこれ試行錯誤して, 苦労を積み重ねた上で,「なるほど」という喜びと
ともに, 皆さん自身の世界を深めていかれると良いのではないかと思います.

7 問3の解答

(1) 問 2の (♥) 式の変数 x のところに, 行列 A を代入してみると, P1, P2 の定義により,
I を 3 行 3 列の単位行列として,

I = f1(A)g1(A) + f2(A)g2(A)

= P1 + P2 (34)

となることが分かります. そこで, (34) 式の両辺に現われる行列を, u ∈ C3 に施し
てみると,

u = Iu

= (P1 + P2)u ( (34) 式から )

= P1u + P2u

= u1 + u2

となることが分かります. したがって, u ∈ C3 は,

u = u1 + u2

というように分解されることが分かります.

178 = 2 + 2 · 3 となります.
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(2) 問 1の (2) の結果から, 行列 A の最小多項式 ψA(x) は,

ψA(x) = (x − 1)2(x − 2) (35)

となることが分かりますが, 最小多項式の定義によって,

ψA(A) = O (36)

となることに注意します. いま, (35) 式と問 2における f1(x), f2(x) ∈ C[x] の定義
から,

ψA(x) = (x − 1)2f1(x) (37)

ψA(x) = (x − 2)f2(x) (38)

と表わせることが分かりますが, (37) 式, (38) 式の両辺に, x = A を代入してみる
と, (36) 式より,

(A − I)2f1(A) = O (39)

(A − 2I)f2(A) = O (40)

となることが分かります. よって, (39) 式より,

(A − I)2u1 = (A − I)2P1u ( u1 の定義から )

= (A − I)2f1(A)g1(A)u ( P1 の定義から )

= {(A − I)2f1(A)} g1(A)u

= O · g1(A)u ( (39) 式から )

= 0

となることが分かります. 全く同様にして, (40) 式から,

(A − 2I)u2 = (A − 2I)P2u ( u2 の定義から )

= (A − 2I)f2(A)g2(A)u ( P2 の定義から )

= {(A − 2I)f2(A)} g2(A)u

= O · g2(A)u ( (40) 式から )

= 0

となることが分かります.

(3) 問 2の結果から, (♥) 式を満たすような多項式 g1(x), g2(x) ∈ C[x] として, 例えば, g1(x) = −x

g2(x) = 1

と取れることが分かりますから,

P1 = −(A − 2I)A
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= −

 −1 3 −2
−3 11 −7
−5 19 −12


 1 3 −2

−3 13 −7
−5 19 −10


=

 0 2 −1
1 −1 1
2 −4 3


P2 = (A − I)2

=

 0 3 −2
−3 12 −7
−5 19 −11


 0 3 −2

−3 12 −7
−5 19 −11


=

 1 −2 1
−1 2 −1
−2 4 −2


となることが分かります.

そこで, 第 8回の問 3のときと同様に, ImP1 の基底を求めるために, 列変形のみ
を用いて, 行列 P1 を列変形に関する「精一杯の見やすい形」に変形してみると, 例
えば,

P1 =

 0 2 −1
1 −1 1
2 −4 3

 2 列目+3 列目×2−−−−−−−−−−→

 0 0 −1
1 1 1
2 2 3

 2 列目+1 列目×(−1)−−−−−−−−−−−−−→
3 列目+1 列目×(−1) 0 0 −1

1 0 0
2 0 1

 3 列目×(−1)−−−−−−−−→

 0 0 1
1 0 0
2 0 −1


というように変形できることが分かります. よって, Im P1 の基底として, 例えば,

 0
1
2

 ,

 1
0
−1




を取ることができることが分かります.18 同様に, 行列 P2 を列変形してみると, 例
えば,

P2 =

 1 −2 1
−1 2 −1
−2 4 −2

 2 列目+1 列目×2−−−−−−−−−−−−−→
3 列目+1 列目×(−1)

 1 0 0
−1 0 0
−2 0 0


というように変形できることが分かります. よって, Im P2 の基底として, 例えば,

 1
−1
−2




18もちろん, Im P1 の基底は, これでなくとも構いません.
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を取ることができることが分かります.19

さて, 上の解答では, (♥) 式の解として, g1(x) = −x

g2(x) = 1
(41)

という解を用いて, P1, P2 を求めましたが, 気になる方がいるかもしれませんから, ここで,
g1(x), g2(x) として, (41) 式で与えられる特殊解とは異なる解を取ってくるとどうなるの
かということを考えてみることにします. 問 2のところで見たように, (♥) 式の一般解は,
m(x) ∈ C[x] を, 勝手な多項式として, g1(x) = −x + (x − 1)2m(x)

g2(x) = 1 − (x − 2)m(x)
(42)

という形で与えられることが分かります. そこで, (42) 式で与えられる解を用いて, P1 を
求めてみると,

P1 = f1(A) · {−A + (A − I)2m(A)}
= −f1(A)A + f1(A)(A − I)2m(A)

= −f1(A)A + (A − I)2f1(A)m(A) (43)

となることが分かりますが, (39) 式に注意すると, (43) 式の第二項は,

(A − I)2f1(A)m(A) = O · m(A)

= O

となることが分かります. したがって, P1 は, m(x) の取り方に依らず, 常に,

P1 = −f1(A)A

= −(A − 2I)A

で与えられることが分かります. 全く同様にして, (40) 式より, P2 も, m(x) の取り方に依
らず, 常に,

P2 = (A − I)2

で与えられることが分かります.

8 問3を見直すと

さて, 問 2のところでは,

A =

 1 3 −2
−3 13 −7
−5 19 −10


19もちろん, Im P2 の基底は, これでなくとも構いません.
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という行列の最小多項式
行列 A の最小多項式¶ ³

ψA(x) = (x − 1)2(x − 2)µ ´
に注目して, 勝手な多項式 h(x) ∈ C[x] を, ψA(x) に対応して定まる C の部分空間 N =
{1, 1, 2} 上に制限して考えるということを試みました. このとき,

多項式 p1(x), p2(x) の定義式¶ ³ p1(x) = f1(x)g1(x)

p2(x) = f2(x)g2(x)
(44)

µ ´
として, 問 2の問題文中の (♥) 式を,

1 の分解¶ ³
1 = p1(x) + p2(x) (45)µ ´

というように書き直してみると, p1(x) は「定数関数 1 の x = 1 における情報」だけを担
い, p2(x) は「定数関数 1 の x = 2 における情報」だけを担うような分解であることが分
かるのでした. また, (45) 式の両辺に, 勝手な多項式 h(x) ∈ C[x] を掛け算してみると,

多項式 h1(x), h2(x) の定義式¶ ³h1(x) = h(x)p1(x)

h2(x) = h(x)p2(x)µ ´
として,

「 1 の分解」を用いた多項式 h(x) の分解¶ ³
h(x) = h1(x) + h2(x)µ ´

という関数 h(x) の分解が得られますが, h1(x) は「h(x) の x = 1 における情報」だけを
担い, h2(x) は「h(x) の x = 2 における情報」だけを担うような関数であることが分かる
のでした. この意味で, (45) 式は,「部分空間 N = {1, 1, 2} 上の関数 h(x) の情報」を「部
分空間 N1 = {1, 1} 上の関数の情報」と「部分空間 N2 = {2} 上の関数の情報」とに「局
所化する」ようなものであると解釈することができました.
そこで, (45) 式が,「行列の世界」では, どのようなことを意味しているのかということ

を考えてみて下さいというのが, 問 3の問題の意味です. 行列の世界では, 多項式の変数 x

のところに, 行列 A を代入して考えてみることが自然ですから, (♥) 式をそのまま考察す
るのではなく,
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行列 P1, P2 の定義式¶ ³P1 = p1(A)

P2 = p2(A)
(46)

µ ´
として,

「単位行列の分解」¶ ³
I = P1 + P2 (47)µ ´

という「単位行列の分解」が何を意味しているのかということを考察してみることにしま
した. さらに, 行列の性質は, その行列を様々なベクトルに作用させてみることで明らかに
なることが多いですから, ここでも, (47) 式の両辺を, 勝手なベクトル u ∈ C3 に作用さ
せて,

ベクトル u1, u2 の定義式¶ ³u1 = P1u

u2 = P2uµ ´
として,

「単位行列の分解」を用いたベクトル u の分解¶ ³
u = u1 + u2 (48)µ ´

というベクトル u の分解が何を意味しているのかということを考えてみることにしまし
た. このとき, 問 3では, u1,u2 ∈ C3 が, それぞれ,

(A − I)2u1 = 0 (49)

(A − 2I)u2 = 0 (50)

という関係式を満たすということを確かめてみましたが, 議論を見返すと, (49) 式, (50) 式
が成り立つ根拠は, 次のような点にあることが分かります.
いま, f1(x) の定義の仕方から, A の最小多項式 ψA(x) は,

ψA(x) = (x − 1)2f1(x)

というように表わせることが分かります. したがって, p1(x) に (x − 1)2 を掛け算してみ
ると,

(x − 1)2p1(x) = (x − 1)2f1(x)g1(x)

= ψA(x)g1(x)

となることが分かりますから,

27



行列 A に対応したイデアル¶ ³
IA = {f(x) ∈ C[x] | f(A) = O }

= {ψA(x)g(x) ∈ C[x] | g(x) ∈ C[x] }
= ψA(x) · C[x]µ ´

として,
(x − 1)2p1(x) ∈ IA (51)

となることが分かります. すなわち, (51) 式は, f1(x) に足りなかった (x − 1)2 の部分を
復活させたので, (x− 1)2p1(x) はイデアル IA の元になったというように理解することが
できます. すると, イデアル IA の定義から,

(A − I)2P1 = O (52)

となることが分かりますが, この (52) 式が (49) 式の成り立つ根拠であることが分かりま
す. 同様に, f2(x) に足りなかった (x − 2) の部分を復活させると,

(x − 2)p2(x) ∈ IA

となることが分かります. したがって,

(A − 2I)P2 = O (53)

となることが分かりますが, この (53) 式が (50) 式の成り立つ根拠であることが分かり
ます.
さて, 問 3で見たことは, 勝手なベクトル u ∈ C3 が, (48) 式のように, それぞれ, (49)

式, (50) 式を満たすようなベクトル u1,u2 の和の形に表わすことができるということで
した. このことは, 第 9回の問 3のところで見たような「線型部分空間の和」という概念
を用いると,

線型部分空間 W1, W2 の定義式¶ ³
W1 =

{
v ∈ C3 | (A − I)2v = 0

}
W2 =

{
v ∈ C3 | (A − 2I)v = 0

}
µ ´
として, 線型空間 C3 が,

C3 = W1 + W2 (54)

= {v1 + v2 ∈ C3 | v1 ∈ W1, v2 ∈ W2 }

というように, 線型部分空間 W1 と W2 の和として表わせるということですが, 実は, この
和は, 第 9回の問 3のところで見たような「直和」であることが, 次のようにして分かり
ます.
そのためには,
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直和の条件¶ ³
(イ) 勝手なベクトル u ∈ C3 に対して,

u = v1 + v2

となるベクトル v1 ∈ W1,v2 ∈ W2 が存在する.

(ロ) v1 ∈ W1,v2 ∈ W2 として,
0 = v1 + v2 =⇒ v1 = v2 = 0

となる.µ ´
という二つの条件が満たされることが確かめられればよいということになります. このう
ち, (イ)という条件については, 問 3で見たことから, 勝手にひとつ与えられたベクトル
u ∈ C3 に対して, v1 = P1u

v2 = P2u

と定めることで満たされることが分かりますから, 後は, (ロ)という条件が満たされること
が確かめられればよいということになります. そこで, (46) 式で定まるような行列 P1, P2

を掛け算することによって定まる C3 上の線型写像が, それぞれの線型部分空間 W1,W2

上で, どのような線型写像となるのかということを調べてみることにします.20

いま,
f1(x) = x − 2

でしたから, p1(x) は,
p1(x) = g1(x)(x − 2)

というように, (x − 2) という因子を持つことに注意します. これより, P1 という行列も,

P1 = g1(A)(A − 2I) (55)

というように, (A− 2I) という因子を持った形に表わせることが分かります. すると, (55)
式から, v2 ∈ W2 に対して,

P1v2 = g1(A)(A − 2I)v2 ( (55) 式から )

= g1(A)0 ( v2 ∈ W2 から )

= 0 (56)

となることが分かりますから, P1 という線型写像は線型部分空間 W2 上では零写像であ
ることが分かります. そこで, (56) 式に注意して, (47) 式の両辺を v2 ∈ W2 に施してみ
ると,

v2 = Iv2

20以下では, 行列 P1, P2 と, それらの行列を掛け算することによって定まる C3 上の線型写像を同一視し
て, これらの線型写像も同じ P1, P2 という記号を用いて表わすことにします.
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= (P1 + P2)v2 ( (47) 式から )

= P1v2 + P2v2

= P2v2 ( (56) 式から )

となることが分かりますから, P2 という線型写像は線型部分空間 W2 上では恒等写像で
あることが分かります.
全く同様にして, 行列 P2 は,

P2 = g2(A)(A − I)2

というように, (A − I)2 という因子を持った形に表わすことができますから, v1 ∈ W1 に
対して,

P2v1 = 0 (57)

となることが分かります. すなわち, P2 という線型写像は線型部分空間 W1 上では零写
像であることが分かります. さらに, (47) 式と (57) 式から,

P1v1 = v1

となることが分かりますから, P1 という線型写像は線型部分空間 W1 上では恒等写像で
あることが分かります. 以上をまとめると, v1 ∈ W1, v2 ∈ W2 に対して,

線型部分空間 W1, W2 上での線型写像 P1, P2 の様子¶ ³P1v1 = v1

P1v2 = 0
,

P2v1 = 0

P2v2 = v2

(58)

µ ´
となることが分かりました.
以上の準備のもとで, (ロ) という条件について考えてみることにします. そこで, いま,

v1 ∈ W1, v2 ∈ W2 として,
0 = v1 + v2 (59)

と仮定してみます. このとき, (58) 式に注意して, (59) 式の両辺に P1 を施してみると,

0 = P1v1 + P1v2

= v1 + 0 ( (58) 式から )

= v1 (60)

となることが分かります. 全く同様に, (59) 式の両辺に P2 を施してみると,

0 = P2v1 + P2v2

= 0 + v2 ( (58) 式から )

= v2 (61)

となることが分かります. よって, (60) 式, (61) 式から, (ロ)という条件も満たされること
が分かりました.
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以上から, (イ), (ロ)という二つの条件が満たされることが分かりましたから, 線型空間
C3 は,

線型空間 C3 は W1, W2 という二つの「方向」に直和分解される¶ ³
C3 = W1 ⊕ W2 (62)µ ´

というように, W1,W2 という二つの「方向」に直和分解されることが分かりました. いま,
(62) 式の直和分解に応じて, C3 のベクトルを,

ベクトル u ∈ C3 を「成分分解」して表わす¶ ³
u =

(
u1

u2

)
∈ C3 = W1 ⊕ W2

µ ´
というように, それぞれの直和成分を用いて表わすことにすると, (58) 式より,

ベクトル u ∈ C3 を「成分分解」して線型写像 P1, P2 を表わす¶ ³
P1

(
u1

u2

)
=

(
u1

0

)

P2

(
u1

u2

)
=

(
0
u2

)
µ ´
となることが分かります. したがって, P1, P2 は, u ∈ C3 に対して, それぞれの直和成分
u1 ∈ W1, u2 ∈ W2 を取り出す「射影作用素」であることも合わせて分かりました.
以上により, 線型空間 C3 が, W1,W2 という二つの線型部分空間の直和に分解すること

が分かりましたが, W1, W2 の定義を考えると,

線型部分空間 W1, W2 の定義式¶ ³
W1 =

{
v ∈ C3 | (A − I)2v = 0

}
W2 =

{
v ∈ C3 | (A − 2I)v = 0

}
µ ´
でしたから, (62) 式は, 線型空間 C3 が W1, W2 という「一般固有ベクトル空間」の直和
に分解するということを意味していると解釈することができます. こうして, 問 1の問題
文中に与えられた行列 A に対して, 線型空間 C3 が行列 A の一般固有ベクトル空間の直
和に分解することが分かりました.
さて, 以上の議論は, 6節で行った議論と比較してみると, より良く理解できるようにな

るのではないかと思いますので, ここで, 6節で行った議論との比較をしてみることにしま
す. 6節では, 最初に, 行列 A の最小多項式

ψA(x) = (x − 1)2(x − 2)

(の生成するイデアル IA )に注目し, ψA(x) (の生成するイデアル IA )に対応した複素平
面 C 内の部分空間

N = {1, 1, 2} ⊂ C
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定数関数 1 の様子
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p2(x) の様子
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1 100

図 3: 部分空間 N = {1, 1, 2} の分解 N = N1 t N2 に応じて, 定数関数 1 を分解すること
ができる.

を考えました. その上で, 勝手な多項式 h(x) ∈ C[x] に対しても, 関数 h(x) の複素平面 C
全体での値ではなく, 部分空間 N 上での「値」にのみ関心を持つことにしました. この
とき,「 1 の分解」を考えると,

N1 = {1, 1}, N2 = {2}

として, 部分空間 N が,
N = N1 t N2

というように分解することに応じて,21 定数関数 1 も,

1 = p1(x) + p2(x) (63)

というように分解しました (図 3参照 ). また, 関数 p1(x) は, N1 上では定数関数 1 のよ
うに, N2 上では定数関数 0 のように見え, 関数 p2(x) は, N1 上では定数関数 0 のように,
N2 上では定数関数 1 のように見えるわけですから, 部分空間 N 上の関数としては,

p1(x)2 = p1(x)

p2(x)2 = p2(x)

p1(x)p2(x) = p2(x)p1(x) = 0

(64)

という関係式が成り立つことが分かります. すなわち, 例えば, p1(x)2 という関数も, 関数
p1(x) と同様に, N1 上では定数関数 1 のように見え, N2 上では定数関数 0 のように見え
ることになりますから, 部分空間 N 上の関数としては,

p1(x)2 = p1(x)

となるというわけです.22

21一般に, A ∩ B = ∅ となるとき, 二つの集合 A, B の和集合 A ∪ B を A t B と表わしたりします.
22皆さん, 6節と同様にして, p1(x)2, p2(x)2 など, (64) 式に現われる関数の部分空間 N = {1, 1, 2} 上での

「値」を求めてみて下さい.
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P2 の様子

II
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図 4: 線型空間 C3 の直和分解 C3 = W1 ⊕ W2 に応じて, 単位行列 I を分解することがで
きる.

一方, この節では, 部分空間 N1, N2 に対して, 行列 A の一般固有ベクトル空間

W1 =
{
v ∈ C3 | (A − I)2v = 0

}
(65)

W2 =
{
v ∈ C3 | (A − 2I)v = 0

}
(66)

を対応させて考えました. このとき, (63) 式の両辺に行列 A を代入すると,

P1 = p1(A), P2 = p2(A)

として,
I = P1 + P2 (67)

という「単位行列の分解」が得られますが, (58) 式で見たように, 行列 P1 は, W1 上では
単位行列のように, W2 上では零行列のように見え, 行列 P2 は, W1 上では零行列のよう
に, W2 上では単位行列のように見えることが分かります ( 図 4参照 ).23 また, 上では注
意しませんでしたが,

p1(x)p2(x) = p2(x)p1(x) = ψA(x)g1(x)g2(x) ∈ IA = ψA(x) · C[x]

となることに注意すると,
P1P2 = P2P1 = O (68)

となることが分かります. さらに, (68) 式に注意して, (67) 式の両辺に, P1, P2 を掛け算し
てみると, 結局, 行列 P1, P2 は, 

P 2
1 = P1

P 2
2 = P2

P1P2 = P2P1 = O

(69)

という関係式を満たすことが分かります. すると, 皆さん, お気づきのように, (69) 式は,
ちょうど,「行列の世界」での (64) 式の対応物になっていることが分かります.

23図 3との類似を強調するために, 図 4においても, W1, W2 を, 対応する部分空間 N1, N2 のように描いて
いますが, 本当は, これらは C3 の線型部分空間を表わしていて, 複素平面 C 上に点があるわけではないこと
に注意して下さい.
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以上のように眺めてくると, この節で行なった議論は, 6節で多項式に対して行なった議
論の「行列の世界」での類似になっていることが分かります. また, 皆さんの中で量子力
学についてご存じの方がいるとすれば, 6節で行なった議論とこの節で行なった議論との
関係を, 量子力学との類推で, 次のように理解することもできます.
まず, 6節では, 複素平面 C内の部分空間 N を考えましたが, 量子力学との類推で, N を

古典力学での配位空間 ( configuration space ),あるいは,相空間 ( phase space )の対応物で
あると考えてみることにします.24 すると, 部分空間 N 上の関数である多項式 h(x) ∈ C[x]
は「古典的な観測量」と考えることができますから, h(x) に行列 A を代入して, h(A) と
いう行列を考えるということは,「古典的な観測量」を「量子化」して考えていると解釈す
ることができます. このとき, 行列 h(A) が作用する線型空間 C3 は,

C3 ∼= HN := “{f : N → C}” (70)

というように, “配位空間”N 上の関数全体の集合と同一視できますから, まさに,「量子化」
を行なっているという雰囲気があります.25 このように考えてみると, 線型空間 C3 が,

C3 = W1 ⊕ W2

というように, 一般固有ベクトル空間 W1 と W2 の直和に分解するという事実は,「古典的
な描像」で, 部分空間 N が,

N = N1 t N2

と分解するという事実を「量子化」して眺めたものであると解釈できることが分かります.
興味を持たれた方は, このような視点から, 6節で行なった議論とこの節で行なった議論
を見返してみると, 一般固有ベクトル空間分解に対する理解が深まるのではないかと思い
ます.
さて, 我々は, 一般固有ベクトル空間を, 行列 A の固有値 λ ∈ C に対して,

行列 A の (固有値 λ に対応した )一般固有ベクトル空間¶ ³
V (λ)gen = {v ∈ Cn | (A − λI)mv = 0 となるような自然数 m ∈ N が存在する. }µ ´

というように定義しました. そこで, W1,W2 と V (1)gen, V (2)gen との間の「見かけの差」
が気にかかる方もいるかもしれませんので, 最後に, W1,W2 と V (1)gen, V (2)gen との関係
について考えてみることにします.
まず, V (1)gen の定義では,

(A − I)mv = 0

24部分空間 N は 0 次元の空間なので, 配位空間 (位置だけの空間)か相空間 (位置と運動量の空間)かとい
う区別はないと考えることができます.

25細かいことですが, n 行 n 列の行列 A の最小多項式 ψA(x) の次数が n より真に小さくなる場合には, 部
分空間 N の点の数も n より真に小さくなりますから, (70) 式の同一視は成り立たないことになります. こう
した場合も含めて, 量子力学と話を合わせるためには, 最小多項式 ψA(x) を特性多項式 ϕA(x) に置き換えて,
この節で行なった議論を, そっくりそのまま繰り返せばよいことが分かります. ( この節で行なった議論では,
ψA(A) = O となることだけを用いていて, ψA(x) が最小多項式であること, すなわち, イデアル IA に属する
0 と異なる多項式の中で, 次数が最も低い多項式であるということは用いていないということに注意して下さ
い. また, この節で行なったように, 最小多項式 ψA(x) にもとづいて議論をするということのご利益について
は, 10節を参照して下さい. )

34



となるような自然数 m ∈ N が存在することを要請しているわけですが, 特に, m = 2 とし
てみると,

W1 ⊂ V (1)gen (71)

となることが分かります. したがって, 逆に,

(A − I)mv = 0 となるような自然数 m ∈ N が存在する =⇒ (A − I)2v = 0 (72)

となることを確かめることができれば,

W1 ⊃ V (1)gen

となることが分かりますから, (71) 式と合わせて,

W1 = V (1)gen

となることが分かります. そこで, (72) 式について考えてみることにします.
いま, ある自然数 m ∈ N に対して,

(A − I)mv = 0 (73)

という式が成り立っていると仮定してみます. このとき, m ≤ 2 であるとすると,

(A − I)2v = (A − I)2−m(A − I)mv

= (A − I)2−m0 ( (73) 式から )

= 0

となり, (72) 式が成り立つことが分かりますから, 以下では, m ≥ 3 であると仮定するこ
とにします. そこで, (52) 式に注意して, k ≥ 2 として, (67) 式の両辺に, (A − I)k を掛け
算してみると,

(A − I)k = (A − I)kI

= (A − I)k(P1 + P2) ( (67) 式から )

= (A − I)kP1 + (A − I)kP2

= (A − I)k−2(A − I)2P1 + (A − I)kP2

= (A − I)k−2O + (A − I)kP2 ( (52) 式から )

= (A − I)kP2 (74)

となることが分かります. ここで, p2(x) は,

p2(x) = g2(x)f2(x)

= g2(x)(x − 1) · (x − 1)

というように, (x − 1) という因子を持つことに注意して,

Q2 = g2(A)(A − I)
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と定めると, (74) 式から,

(A − I)k = (A − I)kp2(A)

= (A − I)k · g2(A)(A − I) · (A − I)

= g2(A)(A − I) · (A − I)k+1

= Q2(A − I)k+1

となることが分かります. したがって, k ≥ 2 のとき,

(A − I)k = Q2(A − I)k+1 (75)

となることが分かります. この (75) 式を用いると,

(A − I)mv = 0

という条件に現われる m というベキを m = 2 の場合に帰着できることが, 次のようにし
て分かります.
そこで, いま, ある自然数 3 ≤ m ∈ N に対して,

(A − I)mv = 0 (76)

であると仮定してみます. このとき, k = m − 1 として, (75) 式の両辺を, v に施してみ
ると,

(A − I)m−1v = Q2(A − I)mv

= Q20 ( (76) 式から )

= 0

となることが分かりますから,
(A − I)m−1v = 0 (77)

となることが分かります. ここで, もし, m− 1 ≥ 3 であるとすれば, 今度は, k = m− 2 と
して, (75) 式の両辺を, v に施してみると,

(A − I)m−2v = Q2(A − I)m−1v

= Q20 ( (77) 式から )

= 0

となることが分かります. この操作は, (A − I) のベキが 2 になるまで続けることができ
ますから, 結局,

(A − I)2v = 0

となることが分かります.26

26m に関する数学的帰納法を用いると, スッキリと証明することができます.
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以上から, (72) 式が成り立つことが分かりましたから,

W1 = V (1)gen

となることが分かりました. 全く同様にして,

W2 = V (2)gen

となることも分かります.27 したがって, (62) 式の

C3 = W1 ⊕ W2

という直和分解は, 目標としていた

行列 A の一般固有ベクトル空間による線型空間 C3 の直和分解¶ ³
C3 = V (1)gen ⊕ V (2)genµ ´

という一般固有ベクトル空間への直和分解に他ならないことが分かりました. こうして,
(67) 式を用いることで, 問 1で与えられた行列 A に対して, A の一般固有ベクトル空間に
よる線型空間 C3 の直和分解が得られることが分かりました.

9 一般固有ベクトル空間への直和分解について

さて, 8節では, 問 1で与えられた行列 A に対して, 線型空間 C3 が行列 A の一般固有
ベクトル空間の直和に分解することを見ましたが, 全く同様にして, 勝手な自然数 n ∈ N
と勝手にひとつ与えられた n 行 n 列の行列 A に対して, 線型空間 Cn が行列 A の一般
固有ベクトル空間の直和に分解することが, 次のようにして分かります.28

そこで, いま, 勝手にひとつ与えられた n 行 n 列の行列 A に対して, 行列 A の最小多
項式 ψA(A) が, λ1, λ2, · · · , λL ∈ C を相異なる複素数として,

行列 A の最小多項式¶ ³
ψA(x) =

L∏
i=1

(x − λi)di

µ ´
というように表わされているとします. すると,問 2のところで見たように, k = 1, 2, · · · , L

に対して,

多項式 fk(x) の定義式¶ ³
fk(x) =

ψA(x)
(x − λk)dk

=
∏
i 6=k

(x − λi)di

µ ´
27皆さん, W1 の場合の議論を参考にして, 考えてみて下さい.
28興味がある方は, 8節で説明したように, 6節の後半の議論の「量子化」という視点から, この節での議論

を眺めてみて下さい.

37



と定めると,
1 = f1(x)g1(x) + f2(x)g2(x) + · · · + fL(x)gL(x)

となるような多項式 g1(x), g2(x), · · · , gL(x) ∈ C[x] が存在することが分かりますから,

多項式 pk(x) の定義式¶ ³
pk(x) = fk(x)gk(x), (k = 1, 2, · · · , L)µ ´

として,

1 の分解¶ ³
1 = p1(x) + p2(x) + · · · + pL(x) (78)µ ´

という「 1 の分解」が得られることが分かります. すると, (78) 式の両辺に, x = A を代
入することで,

行列 Pk の定義式¶ ³
Pk = pk(A), (k = 1, 2, · · · , L)µ ´

として,
「単位行列の分解」¶ ³

I = P1 + P2 + · · · + PL (79)µ ´
という「単位行列の分解」が得られます. そこで, この (79) 式をもとにして, 8節と同様
の議論を行なってみることにします.
まず, 勝手なベクトル u ∈ Cn に対して, (79) 式の両辺を u に施してみると,

ベクトル uk の定義式¶ ³
uk = Pku, (k = 1, 2, · · · , L)µ ´

として, ベクトル u ∈ Cn が,

「単位行列の分解」を用いたベクトル u の分解¶ ³
u = u1 + u2 + · · · + uL (80)µ ´

というように分解できることが分かります. いま, fk(x) の定義から,

ψA(x) = (x − λk)dkfk(x)

となることが分かりますから, 足りない (x − λk)dk の部分を補ってやることで, k =
1, 2, · · · , L に対して,

(x − λk)dkpk(x) = ψA(x)gk(x) ∈ IA = ψA(x) · C[x] (81)
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となることが分かります. よって, (81) 式から,

(A − λkI)dkPk = O, (k = 1, 2, · · · , L) (82)

となることが分かりますから,

(A − λkI)dkuk = (A − λkI)dkPku

= Ou ( (82) 式から )

= 0

となることが分かります. 以上から,

線型部分空間 Wk の定義式¶ ³
Wk = {v ∈ Cn | (A − λkI)dkv = 0 }, (k = 1, 2, · · · , L)µ ´

として,
uk ∈ Wk, (k = 1, 2, · · · , L)

となることが分かりますから, 線型空間 Cn が,

Cn = W1 + W2 + · · · + WL (83)

というように, 線型部分空間 Wk たちの「和」の形に表わされることが分かります.
そこで, 次に, この「和」が「直和」であることを確かめてみることにします. そのため

に, k0 ∈ {1, 2, · · · , L} を, 勝手にひとつ取ってきて, 線型部分空間 Wk0 上での, それぞれ
の線型写像 Pl, (l = 1, 2, · · · , L) の様子を調べてみることにします. すると, l 6= k0 のとき
には, pl(x) は,

pl(x) = gl(x)
∏
i6=l

(x − λi)di

=

gl(x)
∏

i6=l,k0

(x − λi)di

 · (x − λk0)
dk0

というように, (x − λk0)
dk0 という因子を持つことが分かりますから, 行列 Pl も,

Ql = gl(A)
∏

i6=l,k0

(A − λiI)di

として,
Pl = Ql(A − λk0I)dk0 (84)

というように, (A − λk0I)dk0 という因子を持つ形で表わせることが分かります. したがっ
て, (84) 式から, vk0 ∈ Wk0 に対して,

Plvk0 = Ql(A − λk0I)dk0vk0 ( (84) 式から )
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= Ql0 ( vk0 ∈ Wk0 から )

= 0 (85)

となることが分かります. よって, l 6= k0 に対して, 線型写像 Pl は線型部分空間 Wk0

上で零写像であることが分かります.
そこで, (85) 式に注意して, (79) 式の両辺を, vk0 ∈ Wk0 に施してみると,

vk0 = Ivk0

= (P1 + P2 + · · · + Pk0 + · · · + PL)vk0 ( (79) 式から )

= P1vk0 + P2vk0 + · · · + Pk0vk0 + · · · + PLvk0

= Pk0vk0 ( (85) 式から )

となることが分かりますから, 線型写像 Pk0 は線型部分空間 Wk0 上で恒等写像であるこ
とが分かります. 以上より, k, l = 1, 2, · · · , L に対して,

線型部分空間 Wk 上での線型写像 Pl の様子¶ ³Pkvk = vk,

Plvk = 0, l 6= k のとき
(86)

µ ´
となることが分かりました.29

そこで, 8節と同様にして, (86) 式を用いて, (83) 式で与えられる「和」は, 実は,「直和」
であることを確かめてみることにします. いま, vk ∈ Wk, (k = 1, 2, · · · , L) として, 0 が

0 = v1 + v2 + · · · + vL (87)

というように表わされたと仮定してみます. このとき, (86) 式に注意して, k = 1, 2, · · · , L

に対して, (87) 式の両辺に Pk を施してみると,

0 = Pkv1 + Pkv2 + · · · + Pkvk + · · · + PkvL

= vk

となることが分かります. したがって,

v1 = v2 = · · · = vL = 0

となることが分かりますから, (83) 式で与えられる「和」は「直和」であることが分かり
ます.
以上から, 線型空間 Cn が,
298節で見たように, (86) 式は,

Ni = {λi, · · · , λi
| {z }

di 個

}, (i = 1, 2, · · · , L)

として, (78) 式の左辺に現われる関数 pl(x) たちが, 部分空間 Nl 上では定数関数 1 のように見え, k 6= l と
なる部分空間 Nk 上では定数関数 0 のように見えるという事実の「量子版」になっています.
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線型空間 Cn は W1, · · · , WL という L コの「方向」に直和分解される¶ ³
Cn = W1 ⊕ W2 ⊕ · · · ⊕ WL (88)µ ´

というように, 行列 A の一般固有ベクトル空間の直和に分解できることが分かりました.
ただし, 8節と同様に, Wk と V (λk)gen との間の「見かけの違い」が気にかかる方がいる
のではないかと思いますので, k0 ∈ {1, 2, · · · , L} として, Wk0 と V (λk0)gen との関係を調
べてみることにします.
我々は, 行列 A の (固有値 λk0 に対応した )一般固有ベクトル空間 V (λk0)gen を,

行列 A の (固有値 λk0 に対応した )一般固有ベクトル空間¶ ³
V (λk0)gen = {v ∈ Cn | (A − λk0I)mv = 0 となるような自然数 m ∈ N が存在する. }µ ´

というように定めましたが, 特に, m = dk0 となる場合を考えると,

Wk0 ⊂ V (λk0) (89)

となることが分かります. したがって, 逆に,

(A − λk0I)mv = 0 となるような自然数 m ∈ N が存在する =⇒ (A − λk0I)dk0v = 0
(90)

となることを確かめることができれば,

Wk0 ⊃ V (λk0)gen

となることが分かりますから, (89) 式と合わせて,

Wk0 = V (λk0)gen

となることが分かります. そこで, (90) 式について考えてみることにします.
いま, ある自然数 m ∈ N に対して,

(A − λk0I)mv = 0 (91)

となるようなベクトル v ∈ Cn が与えられていると仮定してみます. すると, 8節での議論
と同様に, m ≤ dk0 のときには,

(A − λk0I)dk0 = (A − λk0I)dk0
−m(A − λk0I)mv

= (A − λk0I)dk0
−m0 ( (91) 式より)

= 0

となり, (90) 式が成り立つことが分かりますから, 以下では, m ≥ dk0 + 1 であると仮定す
ることにします.
そこで, k ≥ dk0 として, (82) 式に注意して, (79) 式の両辺に (A− λk0I)k を掛け算して

みると,

(A − λk0I)k (92)

= (A − λk0I)kI
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= (A − λk0I)k(P1 + P2 + · · · + PL) ( (79) 式から )

= (A − λk0I)kP1 + (A − λk0I)kP2 + · · · + (A − λk0I)kPL

= (A − λk0I)k−dk0 (A − λk0I)dk0Pk0 +
∑
l 6=k0

(A − λk0I)kPl

=
∑
l 6=k0

(A − λk0I)kPl ( (82) 式から ) (93)

となることが分かります. いま, fl(x), (l = 1, 2, · · · , L) の定義から, l 6= k0 のときには,
fl(x)に (x−λk0)

dk0 という因子が含まれていますから, pl(x) = fl(x)gl(x)にも (x−λk0)
dk0

という因子が含まれていることに注意します. そこで, (x− λk0) という因子だけを取り出
して, pl(x) を,

pl(x) =

gl(x)(x − λk0)
dk0

−1
∏

i 6=l,k0

(x − λi)di

 · (x − λk0)

というように表わしてみます. このとき,

q
(k0)
l (x) = gl(x)(x − λk0)

dk0
−1

∏
i6=l,k0

(x − λi)di

と定めると, l 6= k0 に対して, 行列 Pl は,

Pl = q
(k0)
l (A)(A − λk0I) (94)

というように, (A− λk0I) という因子を持った形で表わすことができることが分かります.
よって, (93) 式, (94) 式から,

Q(k0) =
∑
l 6=k0

q
(k0)
l (A)

として,

(A − λk0I)k =
∑
l 6=k0

(A − λk0I)kPl ( (93) 式より)

=
∑
l 6=k0

(A − λk0I)kq
(k0)
l (A)(A − λk0I) ( (94) 式より)

=

∑
l 6=k0

q
(k0)
l (A)

 (A − λk0I)k+1

= Q(k0)(A − λk0I)k+1

となることが分かります. したがって, k ≥ dk0 に対して,

(A − λk0I)k = Q(k0)(A − λk0I)k+1 (95)

となることが分かりました.
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この (95) 式を用いると, 8節と同様にして, k ≥ dk0 に対して,

(A − λk0I)k+1v = 0 =⇒ (A − λk0I)kv = 0 (96)

となることが分かりますから, (96) 式を順番に用いることで, (90) 式が成り立つことが分
かります.30 以上から, k = 1, 2, · · · , L に対して,

Wk = V (λk)gen

となることが分かりましたから, (88) 式の直和分解は,

行列 A の一般固有ベクトル空間による線型空間 Cn の直和分解¶ ³
Cn = V (λ1)gen ⊕ V (λ2)gen ⊕ · · · ⊕ V (λL)genµ ´

という問 1のところで目的とした一般固有ベクトル空間による直和分解であることが分か
りました.
さて, 上の議論の出発点は,

「単位行列の分解」¶ ³
I = P1 + P2 + · · · + PL (97)µ ´

という「単位行列の分解」でした. そこで, 参考のために, (97) 式に現われる Pk たちが満
たす代数的な関係式という視点から, (88) 式の直和分解を見直してみることにします.
いま, k, l ∈ {1, 2, · · · , L} として, k 6= l であるとすると, pk(x)pl(x) は,

pk(x)pl(x) = gk(x)
∏
i6=k

(x − λi)di · gl(x)
∏
j 6=l

(x − λj)dj

= ψA(x) · gk(x)gl(x)
∏
i 6=k,l

(x − λi)di

というように表わすことができますから,

pk(x)pl(x) ∈ IA = ψA(x) · C[x] (98)

となることが分かります. よって, (98) 式から, k 6= l のとき,

PkPl = O (99)

となることが分かります. そこで, (99) 式に注意して, (97) 式の両辺に Pk を掛け算して
みると,

Pk = PkI

= Pk(P1 + P2 + · · · + Pk + · · · + PL) ( (97) 式から )

= PkP1 + PkP2 + · · · + PkPk + · · · + PkPL

30皆さん, 確かめてみて下さい.
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= P 2
k ( (99) 式から ) (100)

となることが分かります. 以上から, Pk たちは,
行列 Pk たちの満たす代数的な関係式¶ ³P 2

k = Pk,

PkPl = O, k 6= l のとき
(101)

µ ´
という代数的な関係式を満たすことが分かります.31

第 9回の問 3のところで見たように, 一般に, 線型空間 V 上に,

P 2 = P (102)

を満たすような線型写像
P : V → V

が与えられているとすると, 線型写像 P の固有値 λ は λ = 0, 1 でなければならず,

線型部分空間 W1, W2 の定義式¶ ³
W1 = {v ∈ V | Pv = 0 }
W2 = {v ∈ V | Pv = v }µ ´

として, 線型空間 V は,

線型部分空間 W1, W2 による線型空間 V の直和分解¶ ³
V = W1 ⊕ W2 (103)µ ´

というように, W1 と W2 の直和として表わされることが分かります.32 このとき, 線型写
像 P は, W1 上では零写像であり, W2 上では恒等写像であるので,W1 = KerP

W2 = Im P

というように表わすことができますが,33

318節で見たように, (101) 式の関係式は, (78) 式の左辺に現われる関数 pl(x) たちが, 複素平面 C 内の部
分空間 N 上の関数として,

(

pk(x)2 = pk(x),

pk(x)pl(x) = 0, k 6= l のとき

という関係式を満たすという事実の「量子版」になっています.
32いま, (102) 式から, P の最小多項式 ψP (x) は x2 − x = x(x − 1) を割り切ることが分かりますが,

ψP (x) = x(x− 1) ではなく, ψP (x) = x, あるいは, ψP (x) = x− 1 となる場合として, W2 = {0}, あるいは,
W1 = {0} となることもありえます.

33皆さん, 確かめてみて下さい.
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線型写像 P 0 の定義式¶ ³
P ′ = I − Pµ ´

と表わすことにすると, 線型写像 P ′ は, W1 上では恒等写像になり, W2 上では零写像に
なることが分かりますから, W1 は,

W1 = ImP ′

というように表わすこともできることに注意します. また, (102) 式に注意すると,

(P ′)2 = (I − P )(I − P )

= I − 2P + P 2

= I − P − (P − P 2)

= I − P ( (102) 式より )

= P ′

P ′P = (I − P )P

= P − P 2

= O ( (102) 式より )

PP ′ = P (I − P )

= P − P 2

= O ( (102) 式より )

となることも分かります. したがって, (103) 式は,

線型写像 P, P 0 の満たす代数的な関係式¶ ³
(P ′)2 = P ′

P 2 = P

P ′P = PP ′ = Oµ ´
を満たすような線型写像 P ′, P によって, 恒等写像 I が,

「恒等写像の分解」¶ ³
I = P ′ + Pµ ´

というように分解されているときに, 線型空間 V が,

線型部分空間 Im P 0, Im P による線型空間 V の直和分解¶ ³
V = Im P ′ ⊕ ImP (104)µ ´

というように直和分解されるということを表わしているとも理解できることが分かります.
第 9回の問 3の問題を, このように解釈すると, (101) 式という代数的な関係式を満た
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すような線型写像
Pk : V → V, (k = 1, 2, · · · , L)

によって, 恒等写像 I が,
I = P1 + P2 + · · · + PL

というように分解されるとき, 線型空間 V は,

線型部分空間 Im P1, · · · , Im PL による線型空間 V の直和分解¶ ³
V = Im P1 ⊕ Im P2 ⊕ · · · ⊕ Im PL (105)µ ´

というように直和分解されるという形で一般化できることが分かります.34 このような立
場から見直すと, 我々の場合には, 単なる「単位行列の分解」ではなく, 行列 A の最小多項
式 ψA(x) に注目することによって得られる「単位行列の分解」を考えているという特殊
事情から, それぞれの行列 Pk, (k = 1, 2, · · · , L) に対する具体的な記述があるために, さ
らに, Im Pk に対して.

我々の場合には Im Pk を具体的に記述することができる¶ ³
ImPk = Wk

= {v ∈ Cn| (A − λkI)dkv = 0}
= V (λk)genµ ´

というような具体的な記述が得られるのだと理解することができます. また, このような
具体的な記述を用いることで, (105) 式から,

行列 A の一般固有ベクトル空間による線型空間 Cn の直和分解¶ ³
Cn = W1 ⊕ W2 ⊕ · · · ⊕ WL (106)

= V (λ1)gen ⊕ V (λ2)gen ⊕ · · · ⊕ V (λL)genµ ´
という行列 A の一般固有ベクトル空間による直和分解が得られたのだと解釈することも
できることが分かります. 興味がある方は, こうした立場から, (106) 式の直和分解を見直
してみて下さい.

10 最小多項式と対角化可能性について

さて, 8節の途中でも注意しましたが, 9節で行なった議論を見返すと, 議論の中で, n 行
n 列の行列 A の最小多項式 ψA(x) が ψA(A) = O という式を満たすということは頻
繁に用いていますが, ψA(x) が最小多項式であること, すなわち, イデアル IA に属する
0 と異なる多項式の中で, 次数が最も低い多項式であるということは全く用いていないこ
とが分かります. したがって, 0 6= f(x) ∈ IA を, IA に属する 0 と異なる勝手な多項式と

34興味のある方は, 上で線型空間 Cn を行列 A の一般固有ベクトル空間の直和に分解できるということを
示したときの議論を参考にして, 線型空間 V を (105) 式のように直和分解することができることを確かめて
みて下さい.
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して, ψA(x) Ã f(x) と置き換えても, 9節の議論は, そのままの形で成り立つことが分か
ります. すなわち, 0 6= aN ∈ C を 0 と異なる複素数, λ1, λ2, · · · , λM を相異なる複素数と
して, f(x) が,

f(x) = aN

M∏
i=1

(x − λi)ni (107)

と表わせるとしたときに, ψA(x) Ã f(x) と置き換えて, 9節の議論を行なうことにより,

W̃k = {v ∈ Cn | (A − λkI)nkv = 0 }, (k = 1, 2, · · · ,M) (108)

として, 線型空間 Cn が,
Cn = W̃1 ⊕ W̃2 ⊕ · · · ⊕ W̃M (109)

というように直和分解することが分かります.35 そこで, ここでは, 0 6= f(x) ∈ IA として,
最小多項式 ψA(x) を取って議論を行なうということの意味と, そのことにより, 行列 A に
対して, どのような付加的な情報が得られることになるのかということを考えてみること
にします.
そこで, まず, 0 6= f(x) ∈ IA として, 最小多項式 ψA(x) を取って議論を行なうとい

うことの意味について考えてみることにします. いま, λ1, λ2, · · · , λL を相異なる複素数と
して, 9節と同様に, 行列 A の最小多項式 ψA(x) が,

行列 A の最小多項式¶ ³
ψA(x) =

L∏
i=1

(x − λi)di (110)

µ ´
というように表わされているとします. このとき, 0 6= f(x) ∈ IA を, IA に属する 0 と異
なる勝手な多項式とすると, f(x) は最小多項式 ψA(x) で割り切れることになりますから,
必要なら名前を付け替えることにより, 以下では, L ≤ M であり, i = 1, 2, · · · , L に対し
て, (107) 式に現われる複素数 λi と (110) 式に現われる複素数 λi とは同じ複素数を表わ
すと考えることにします. すなわち, (107) 式に現われる複素数 λi のうち, i = 1, 2, · · · , L

となる複素数 λi は行列 A の固有値であり, i = L + 1, · · · ,M となる複素数 λi は行列 A

の固有値ではないと考えることにします.
そこで, まず,

線型部分空間 Wk の定義式¶ ³
Wk = {v ∈ Cn | (A − λkI)dkv = 0 }, (k = 1, 2, · · · , L)µ ´

として, k = 1, 2, · · · , L に対して, 線型部分空間 W̃k と Wk の間の関係について考えてみ
ることにします. いま, 最小多項式 ψA(x) は f(x) を割り切りますから,

dk ≤ nk

となることが分かります. よって,

v ∈ Wk =⇒ v ∈ W̃k

35興味のある方は, ψA(x) f(x) と置き換えて, 9節で行なった議論を繰り返してみて下さい.
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となることが分かりますから,
Wk ⊂ W̃k (111)

となることが分かります. 一方, 行列 A の (固有値 λk に対応した )一般固有ベクトル空
間を,

行列 A の (固有値 λk に対応した )一般固有ベクトル空間¶ ³
V (λk)gen = {v ∈ Cn | (A − λkI)mu = 0 となるような自然数 m ∈ N が存在する. }µ ´

と表わすことにすると, m = nk となる場合として,

W̃k ⊂ V (λk)gen (112)

となることが分かりますが, 9節で見たように,

Wk = V (λk)gen (113)

となることが分かりますから, (112) 式, (113) 式から,

W̃k ⊂ Wk (114)

となることが分かります. よって, (111) 式, (113) 式, (114) 式から,

W̃k = Wk = V (λk)gen

となることが分かります. すなわち, Wk と同様に, W̃k も一般固有ベクトル空間 V (λk)gen
に対するひとつの表示を与えていることが分かります.36 また, dk ≤ nk となることに注
意すると, これらの表示のうち, 最小多項式 ψA(x) によって与えられる

V (λk)gen = {v ∈ Cn | (A − λkI)dkv = 0 }

という表示が最も経済的な表示であることも分かります.
そこで, 次に, k = L + 1, · · · ,M に対して, W̃k という線型部分空間がどのような線型部

分空間になるのかということを考えてみます. すると, これらの線型部分空間は, 実際には,

W̃k = {0}

となっていることが, 例えば, 次のようにして分かります.
いま,

W̃k 6= {0}

であると仮定してみます. このとき, 0 と異なるベクトル 0 6= v ∈ W̃k を, 勝手にひとつ
取ってくると, v の取り方と W̃k の定義から,v 6= 0

(A − λkI)nkv = 0
(115)

369節の議論と全く同様にして, Wk を仲立ちとすることなしに, 直接, fWk = V (λk)gen となることを確か
めることもできます. 興味のある方は, 9節で行なった議論を参考にして, 確かめてみて下さい.
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となることが分かります. そこで, (115) 式に注意して,

(A − λkI)mv = 0

となるような最小の自然数 m を m0 ∈ N と表わすことにします. すると, m0 の定義に
より,  (A − λkI)m0−1v 6= 0,

(A − λkI)m0v = 0
(116)

となることが分かりますが,
u = (A − λkI)m0−1v

と表わすことにすると, (116) 式より, u 6= 0 であり,

(A − λk)u = 0

となることが分かります. よって, λk は行列 A の固有値となることが分かります.
以上から,

W̃k 6= {0} =⇒ λk は行列 A の固有値となる (117)

となることが分かりました. 一方, k = L + 1, · · · ,M に対して, λk は行列 A の固有値で
はないと仮定しましたから, (117) 式と合わせて,

W̃k = {0}, (k = L + 1, · · · , M)

となることが分かります. したがって, 見かけ上は, (109) 式の直和分解の中に, これらの
線型部分空間が登場するものの, 実際には,

Cn = W̃1 ⊕ W̃2 ⊕ · · · ⊕ W̃L ⊕ W̃L+1 ⊕ · · · ⊕ W̃M

= W̃1 ⊕ W̃2 ⊕ · · · ⊕ W̃L ⊕ {0} ⊕ · · · ⊕ {0}

というように,「無駄な部分」を付け加えているだけであることが分かります.
以上の議論をまとめると, 0 6= f(x) ∈ IA が, どのような多項式であれ, (109) 式の直

和分解は,

Cn = W̃1 ⊕ W̃2 ⊕ · · · ⊕ W̃L ⊕ W̃L+1 ⊕ · · · ⊕ W̃M

= W̃1 ⊕ W̃2 ⊕ · · · ⊕ W̃L ⊕ {0} ⊕ · · · ⊕ {0}

= W̃1 ⊕ W̃2 ⊕ · · · ⊕ W̃L

= V (λ1)gen ⊕ V (λ2)gen ⊕ · · · ⊕ V (λL)gen (118)

というように, 常に, 行列 A の一般固有ベクトル空間分解を与えることが分かりました.
また, f(x) として, 行列 A の最小多項式 ψA(x) を取ることにより,

一般固有ベクトル空間に対する最も経済的な表示¶ ³
V (λk)gen = {v ∈ Cn | (A − λkI)dkv = 0 } (119)µ ´

というように, 一般固有ベクトル空間 V (λk)gen に対する最も経済的な表示が得られるこ
とが分かりました.
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そこで, 次に, (119) 式の表示を用いることで, 行列 A に対して, どのような付加的な
情報が得られるのかということを考えてみます. いま, 行列 A の最小多項式 ψA(x) が重
根を持たないと仮定してみます. すなわち, (110) 式のように,

ψA(x) =
L∏

i=1

(x − λi)di

と表わすときに, i = 1, 2, · · · , L に対して,

di = 1

となると仮定してみます. すると, (119) 式から, k = 1, 2, · · · , L に対して,

V (λk)gen = {v ∈ Cn | (A − λkI)v = 0 }
= {v ∈ Cn | Av = λkv }
= V (λk)

となることが分かりますから, この場合, 一般固有ベクトル空間 V (λk)gen は固有ベクトル
空間 V (λk) に一致してしまうことが分かります. よって, (118) 式と合わせると, 線型空
間 Cn が,

Cn = V (λ1) ⊕ V (λ2) ⊕ · · · ⊕ V (λL) (120)

というように, 行列 A の固有ベクトル空間の直和に分解することが分かります. したがっ
て, 第 9回の問 3のところで見たように, (120) 式から, 行列 A は対角化可能であることが
分かります. 以上から,

最小多項式 ψA(x) が重根を持たない. =⇒ 行列 A は対角化可能である. (121)

となることが分かりました.
逆に, 行列 A が対角化可能であると仮定してみます. すなわち,

P−1AP = Λ (122)

となる対角行列 Λ と正則行列 P が存在すると仮定してみます. このとき, 対角行列 Λ の
相異なる対角成分を λ1, λ2, · · · , λL ∈ C とすると, 勝手な多項式 f(x) ∈ C[x] に対して,

f(Λ) = O ⇐⇒ f(λ1) = f(λ2) = · · · = f(λL) = 0

となることが分かりますから, Λ の最小多項式 ψΛ(x) は,

ψΛ(x) =
L∏

i=1

(x − λi) (123)

となることが分かります. 一方, 第 12回の問 1のところで見たように,

ψA(x) = ψP−1AP (x)
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= ψΛ(x) ( (122) 式より)

となることが分かりますから, (123) 式と合わせて,

ψA(x) =
L∏

i=1

(x − λi)

となることが分かります. よって,

行列 A は対角化可能である. =⇒ 最小多項式 ψA(x) が重根を持たない. (124)

となることが分かります. したがって, (121), (124) 式から,

行列 A が対角化可能であるための条件¶ ³
行列 A は対角化可能である. ⇐⇒ 最小多項式 ψA(x) が重根を持たない. (125)µ ´

となることが分かりました. 第 12回の問 1のところでは,「Jordan標準形の存在」を認め
ることで, (125) 式が得られることを注意しましたが, 実際には,「Jordan標準形の存在」
まで持ち出さなくとも, 最小多項式 ψA(x) を用いて「一般固有ベクトル空間分解の存在」
を議論することだけで, (125) 式が得られることが分かりました.

11 Jordan標準形について

さて, 9節で, 勝手な自然数 n ∈ N に対して, n 行 n 列の行列 A が, 勝手にひとつ与え
られたときに, 線型空間 Cn が行列 A の一般固有ベクトル空間の直和に分解するというこ
とを見ました. この事実と, 第 12回の問 2のところで見たベキ零行列に対する「上手い基
底」の存在という事実とを組み合わせると, 行列 A を掛け算することによって定まる Cn

上の線型写像
LA : Cn → Cn

を Jordan標準形という「見やすい形の行列」で表現するような Cn の「上手い基底」の
存在を確かめることができます.
そこで, 話を具体的にするために, 一般的な状況を考える前に, 再び, 問 1で考えた

A =

 1 3 −2
−3 13 −7
−5 19 −10


という 3 行 3 列の行列の場合を考えてみることにします. 8節で見たように, この場合
には,

線型部分空間 W1, W2 の定義式 ( 行列 A の一般固有ベクトル空間になる )¶ ³
W1 =

{
v ∈ C3 | (A − I)2v = 0

}
W2 =

{
v ∈ C3 | (A − 2I)v = 0

}
µ ´
として, 線型空間 C3 が,
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行列 A の一般固有ベクトル空間による線型空間 C3 の直和分解¶ ³
C3 = W1 ⊕ W2 (126)µ ´

というように直和分解されることが分かるのでした. また, 8節では, 問 3で考えた行列
P1, P2 と v1 ∈ W1, v2 ∈ W2 に対して,

線型部分空間 W1, W2 上での行列 P1, P2 の掛け算の様子¶ ³P1v1 = v1

P1v2 = 0
,

P2v1 = 0

P2v2 = v2µ ´
となることも見ましたから, W1,W2 は, それぞれ,

線型部分空間 W1, W2 の行列 P1, P2 を用いた解釈¶ ³
W1 = ImP1

W2 = ImP2µ ´
というように表わすこともできることが分かります.
そこで, まず, 線型部分空間 W1, W2 の基底を, 勝手にひとつずつ取ってきて, 線型写

像 LA を表現するとどうなるのかということを考えてみます. こうした考察を行なうため
の準備として, 問 3の (2) を出題してみたのですが, 皆さんは, ここで考える W1,W2 の具
体的な基底の形にはこだわらずに, 皆さん自身が求めてみた W1,W2 の基底を用いて, 以
下の議論を読み替えてみて下さい.
さて, 問 3の (2) の結果から, W1 = Im P1 の基底として, 例えば,

e1 =

 0
1
2

 , e2 =

 1
0
−1

 ∈ C3

が取れ, W2 = ImP2 の基底として, 例えば,

e3 =

 1
−1
−2

 ∈ C3

が取れることが分かります. そこで, これらのベクトルに対して, 行列 A を掛け算してみ
ると,

行列 A の掛け算の様子¶ ³
Ae1 = −e1 − e2

Ae2 = 4e1 + 3e2

Ae3 = 2e3

(127)

µ ´
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となることが分かります.37 したがって,

行列 A の掛け算の様子 (行列を用いた表示)¶ ³
(

Ae1 Ae2 Ae3

)
=

(
e1 e2 e3

)  −1 4 0
−1 3 0
0 0 2


µ ´
と表わされることが分かりますから, 線型写像 LA は, {e1, e2, e3} という基底に関して,

線型写像 LA の基底 {e1, e2, e3} に関する表現行列¶ ³
Â =

 −1 4 0
−1 3 0
0 0 2

 (128)

µ ´
という行列で表現されることが分かります.
ここで, 行列 Â の形をじっと眺めると, 行列 Â は, 線型部分空間 W1 に対応した

Â1 =

(
−1 4
−1 3

)

という部分と, W2 に対応した
Â2 =

(
2

)
という部分とにきれいに分かれていることが見て取れますが, (127) 式を見直すと, このこ
とは, W1, W2 という線型部分空間は, それぞれ, 行列 A を掛け算する操作で閉じてい
るということに対応していることが分かります. 実際, v1 ∈ W1 に対して,

(A − I)2Av1 = A(A − I)2v1

= A0 ( v1 ∈ W1 から )

= 0

となることが分かりますから,

v1 ∈ W1 =⇒ Av1 ∈ W1 (129)

となることが分かります. 全く同様にして,

v2 ∈ W2 =⇒ Av2 ∈ W2 (130)

となることが分かります.38 したがって, どのようにして (127) 式から (128) 式の表現行
列が得られるのかということを反省してみると, (129) 式, (130) 式から, W1, W2 の基底
をどのように選んだとしても, 線型写像 LA の表現行列は, Â のように, W1 に対応した

37皆さん, 確かめてみて下さい.
38皆さん, 確かめてみて下さい.
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2 行 2 列の行列の部分と, W2 に対応した 1 行 1 列の行列の部分にきれいに分かれるこ
とが分かります. しかも, W2 の方は, 定義によって,

W2 = V (2)

= {v ∈ C3 | Av = 2v }

という行列 A の固有値 2 に対応した固有ベクトル空間であることが分かりますから, W2

に対応した部分は, W2 の基底の取り方には依らずに, 常に,(
2

)
という形の 1 行 1 列の行列になることが分かります. よって, 線型写像 LA の表現行列は, ∗ ∗ 0

∗ ∗ 0
0 0 2


いう形の行列で与えられることが分かります. したがって, 問題は, W1 の基底を「上手
く」取ることにより, W1 に対応する部分の表現行列も「見やすい形」にすることができ
ないかということに帰着することが分かります.
このように, (126) 式で与えられる直和分解を用いることで, 3 行 3 列の行列 A に対す

る標準形の問題を, W1 上の線型写像

LA|W1 : W1 → W1

を「見やすい形」で表現するような W1 の「上手い基底」を見つける問題に帰着すること
ができました. ここで, さらに, W1 が行列 A の一般固有ベクトル空間であるという事実
を用いると, 以下で見るように, さらに, この問題がベキ零行列に対する「上手い基底」を
見つける問題に帰着することが分かります. このときのアイデアは, 行列 A に注目する
のではなく, W1 を定義するときに現われる (A − I) という行列に注目するということ
です.
いま, W1 という一般固有ベクトル空間は,

線型部分空間 W1 の定義式 ( 行列 A の一般固有ベクトル空間になる )¶ ³
W1 = {v ∈ C3 | (A − I)2v = 0 }µ ´

というように記述できるのでした. したがって, (A − I) という 3 行 3 列の行列は, ベ
キ零行列ではないにもかかわらず, (A − I) という行列を掛け算することによって定まる
線型写像

LA`I : C3 → C3

を, C3 の線型部分空間 W1 上に制限して得られる線型写像は「ベキ零な線型写像」にな
ることが分かります.
そこで, いま, この線型写像を,
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線型写像 N1 の定義式¶ ³
N1 = LA−I |W1 : W1 → W1µ ´

という記号を用いて表わすことにします. すると, W1 の定義から,

線型写像 N1 はベキ零な線型写像になる¶ ³
N2

1 = Oµ ´
となることが分かりますから, N1 はベキ零な線型写像であることが分かります. よって,
第 12回の問 2のところで見たことから, 線型写像 N1 を「見やすい形」で表現するような
W1 の「上手い基底」が存在することが分かります. 具体的には,

ベキ零な線型写像 N1 を施すことによって繋がった一連のベクトル¶ ³
u0

N1·−−−→ u1
N1·−−−→ u2

N1·−−−→ · · · N1·−−−→ um
N1·−−−→ 0µ ´

というように, ベキ零な線型写像 N1 を施すことによって繋がった一連のベクトルを何組
か選んでくることで, このような基底を見つけることができるのでした. 我々の場合には,

N2
1 = O

となりますから, m ≤ 1 となることが分かります.
そこで, このような「上手い基底」を具体的に見つけるために, 第 12回の問 2のところ

と同様にして,
ImN1

という線型部分空間に注目してみることにします. すると, (127) 式から,

e1 =

 0
1
2

 , e2 =

 1
0
−1

 ∈ C3

として,

N1e1 = (A − I)e1

= Ae1 − e1

= −e1 − e2 − e1 ( (127) 式から )

= −(2e1 + e2) (131)

N1e2 = (A − I)e2

= Ae2 − e2

= 4e1 + 3e2 − e2 ( (127) 式から )

= 2(2e1 + e2) (132)

となることが分かりますから,

ImN1 = C · (2e1 + e2)
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となることが分かります.
そこで,

f1 = 2e1 + e2

=

 1
2
3

 ∈ ImN1

と定めてみることにします. 次に,
N1f2 = f1

となるようなベクトル f2 ∈ W1 を探してみると, (131) 式, (132) 式より, 例えば,

f2 = e1 + e2

=

 1
1
1

 ∈ W1

というように取れることが分かります.39 こうして,

f2
N1·−−−→ f1

N1·−−−→ 0

というように, ベキ零な線型写像 N1 を施すことによって繋がった一連のベクトルが見つ
かったことになりますが, 第 12回の問 2のところで見たように,このようにして選んだ
{f1, f2} が W1 の基底になることが分かります.40

そこで, {f1, f2} という基底に関して, 線型写像 LA の W1 上の表現行列がどうなるのか
ということを考えてみます. いま, {f1, f2} の定義から,

ベキ零な線型写像 N1 の様子¶ ³N1f1 = 0

N1f2 = f1
(133)

µ ´
となることが分かりますが, 第 12回の問 2のところで見たように, このことは, ベキ零の
線型写像 N1 が, W1 の基底 {f1, f2} に関して,

39もちろん, f2 としては, e1 + e2 でなくとも, 例えば, −e1 や 1
2
e2 など,

N1f2 = f1

となるようなものであれば, どのようなベクトルを選んでも構いません.
40あるいは, {f1, f2} を {e1, e2} を用いて表わすと,

`

f1 f2
´

=
`

e1 e2

´

„

2 1
1 1

«

となることが分かりますが,
˛

˛

˛

˛

2 1
1 1

˛

˛

˛

˛

= 1 6= 0

となることからも, {f1, f2} が W1 の基底になることが分かります.
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ベキ零な線型写像 N1 の様子 (行列を用いた表示)¶ ³
(

N1f1 N1f2
)

=
(

f1 f2
) (

0 1
0 0

)
µ ´
というように, Jordan 標準形の形で表わされるということに対応しています. そこで,
v ∈ W1 に対して,

Av = (A − I)v + Iv

= N1v + v

と表わせることに注意すると, (133) 式から,

線型部分空間 W1 上における行列 A の掛け算の様子¶ ³Af1 = f1

Af2 = f1 + f2
(134)

µ ´
となることが分かります. したがって, (134) 式から,

線型部分空間 W1 上における行列 A の掛け算の様子 (行列を用いた表示)¶ ³
(

Af1 Af2
)

=
(

f1 f2
) (

1 1
0 1

)
µ ´
というように, 線型写像 LA も W1 上で Jordan標準形の形で表わされることが分かりま
す. よって, W2 の部分も考えると, {f1, f2, e3} という C3 の基底に対して, 線型写像 LA

が,  1 1 0
0 1 0
0 0 2


という Jordan標準形の形で表現されることが分かりました.
上の議論を見返すと, 線型部分空間 W1 上でベキ零な線型写像 N1 が,(

0 1
0 0

)
という Jordan標準形で表わされるということに対応して, 線型写像 LA も(

1 1
0 1

)
=

(
1 0
0 1

)
+

(
0 1
0 0

)
という Jordan標準形で表わされるということが分かります. このことは,

線型部分空間 W1 上における線型写像 LA|W1 と N1 の関係¶ ³
LA|W1 = LI |W1 + N1 : W1 → W1µ ´

というように, 線型部分空間 W1 上では, 線型写像 LA|W1 は「W1 上の恒等写像 LI |W1
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とベキ零な線型写像 N1 の和」の形で表わせるということと, 恒等写像はどのような基底
に対しても常に単位行列で表現されるということの帰結であることが分かります. すなわ
ち, この二つの事実から, 線型写像 LA の表現行列の中で線型部分空間 W1 に対応する部
分を「見やすい形」の行列で表現するような基底を見つけるためには, ベキ零な線型写像
N1 の表現行列を「見やすい形」で表現するような基底を見つければ十分であるというこ
とが分かります.
ここでは, 問 1で考えた 3 行 3 列の行列 A をもとにして議論をしましたが, 一般の n

行 n 列の行列の場合にも, 全く同様に考えることができます.
そこで, いま, 勝手な自然数 n ∈ N に対して, n 行 n 列の行列 A が, 勝手にひとつ与え

られているとして, 行列 A を掛け算することによって定まる Cn 上の線型写像を,

LA : Cn → Cn

と表わすことにします. また, 行列 A の最小多項式が, 相異なる複素数 λ1, λ2, · · · , λL ∈ C
を用いて,

行列 A の最小多項式¶ ³
ψA(x) =

L∏
i=1

(x − λi)di

µ ´
というように表わされるとします. すると, 9節で見たように, k = 1, 2, · · · , L に対して,

線型部分空間 Wk の定義式 (行列 A の一般固有ベクトル空間になる)¶ ³
Wk = {v ∈ Cn | (A − λkI)dkv = 0 }µ ´

として, 線型空間 Cn が,

線型部分空間 Wk による線型空間 Cn の直和分解¶ ³
Cn = W1 ⊕ W2 ⊕ · · · ⊕ WLµ ´

というように, 行列 A の一般固有ベクトル空間の直和に分解できることが分かります.
このとき, vk ∈ Wk に対して,

(A − λkI)dkAvk = A(A − λkI)dkvk

= A0 ( vk ∈ Wk より )

= 0

となることが分かりますから,

線型部分空間 Wk は行列 A を掛け算する操作に関して閉じている¶ ³
vk ∈ Wk =⇒ Avk ∈ Wkµ ´

となることが分かります. したがって, それぞれの線型部分空間 Wk の基底を, 勝手にひと
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つずつ定めて, この基底に関する線型写像

LA|Wk
: Wk → Wk

の表現行列を
Âk

という記号を用いて表わすことにすると, これらの基底を集めてできる Cn の基底に関し
て, 線型写像 LA は,

Wk の基底を集めてできる Cn の基底に関する線型写像 LA の表現行列の形¶ ³
Â1

Â2

. . .

ÂL

 (135)

µ ´
というように, それぞれの線型部分空間 Wk に対応した部分にきれいに分かれた形をし
た行列で表現されることが分かります. したがって, 後は, それぞれの Wk 上で, 線型写
像 LA|Wk を「見やすい形」で表現するような「上手い基底」を見つければよいというこ
とになります. 以下では, 勝手な自然数 n ∈ N と勝手な複素数 λ ∈ C に対して, 固有値が
λ で, サイズが n の Jordan細胞を,

Jordan細胞¶ ³

Jn(λ) =



λ 1 0 . . . 0

0 λ 1
. . .

...

0 0
. . . . . . 0

...
...

. . . λ 1
0 0 · · · 0 λ


︸ ︷︷ ︸

n コµ ´
という記号を用いて表わすことにします.
そこで, 前と同様にして, k = 1, 2, · · · , L に対して,

線型写像 Nk の定義式¶ ³
Nk = LA−λkI |Wk

: Wk → Wkµ ´
と定めてみます. すると, Wk の定義によって, vk ∈ Wk に対して,

(Nk)dkvk = (A − λkI)dkvk

= 0

となることが分かりますから, Nk はベキ零な線型写像になることが分かります. よって,
第 12回の問 2のところで見たように, n

(k)
1 , n

(k)
2 · · · , n

(k)
mk ∈ N として, ベキ零な線型写像

Nk の表現行列が,
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Wk の「上手い基底」に関するベキ零な線型写像 Nk の表現行列¶ ³

N̂k =


J

n
(k)
1

(0)

J
n

(k)
2

(0)
. . .

J
n

(k)
mk

(0)


µ ´
という「見やすい形」になるような Wk の「上手い基底」が存在することが分かります.
このとき,

LA|Wk
= LλkI |Wk

+ Nk : Wk → Wk

というように, Wk 上では, 線型写像 LA|Wk は「Wk 上の λk 倍写像 L–kI |W1 とベキ
零な線型写像 Nk の和」の形で表わせるということと, λk 倍写像 L–kI |W1 は Wk のど
のような基底に対しても常にスカラー行列 λkI で表現されるということに注意すると, 同
じ基底に関して, 線型写像 LA|Wk

の表現行列 Âk が,

Wk の「上手い基底」に関する線型写像 LA|Wk の表現行列¶ ³
Âk = λkI + N̂k

=


J

n
(k)
1

(λk)

J
n

(k)
2

(λk)
. . .

J
n

(k)
mk

(λk)


µ ´
という Jordan標準形によって与えられることが分かります. したがって, (135) 式から, こ
れらの基底を集めてできる Cn の基底に関して, 線型写像 LA は Jordan標準形で表現
されることが分かります.
以上から, 勝手な n 行 n 列の行列 A に対して, 線型写像 LA の表現行列が Jordan標

準形という「見やすい形」になるような Cn の「上手い基底」が存在することが分かりま
した.

12 定数係数の線型常微分方程式について

さて, 第 7回の問 1のところでは, 定数係数の線型常微分方程式を行列の立場から見直
すことを考えましたが, Jordan標準形の知識を用いると, そのときに保留扱いにした問題
を解決することができますから, Jordan標準形の応用として, ここで, もう一度, 定数係数
の線型常微分方程式について少し考えてみることにします.
そこで, まず, 第 7回の問 1のところで行なった議論の要点を簡単に復習してみること

にします. 第 7回の問 1のところでは,

f ′′(x) − 3f ′(x) + 2f(x) = 0 (136)
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というような定数係数の線型常微分方程式を行列の立場から見直すことを考えましたが,そ
のときのアイデアは, (136)式の微分方程式を「関数 (f 0(x), f(x))から f 00(x)が決まる」
と読まないで, わざわざ, f 0(x) を付け加えて,「関数 (f 0(x), f(x)) から (f 00(x), f 0(x))
が決まる」と読み替えてみるということでした. すなわち, (136) 式の微分方程式を,

f ′′(x) − 3f ′(x) + 2f(x) = 0 ⇐⇒ f ′′(x) = 3f ′(x) − 2f(x)

⇐⇒

 f ′′(x) = 3f ′(x) − 2f(x)

f ′(x) = f ′(x)

⇐⇒

(
f ′′(x)
f ′(x)

)
=

(
3 −2
1 0

)(
f ′(x)
f(x)

)

⇐⇒ d

dx

(
f ′(x)
f(x)

)
=

(
3 −2
1 0

)(
f ′(x)
f(x)

)
(137)

というように書き直して考えてみるということでした.
全く同様に, n ∈ N, a0, a1, · · · , an−1 ∈ C として,

f (n)(x) + an−1f
(n−1)(x) + · · · + a1f

′(x) + a0f(x) = 0 (138)

という一般の定数係数の線型常微分方程式に対して, 同様の書き換えを行なってみると,

f (n)(x) + an−1f
(n−1)(x) + · · · + a1f

′(x) + a0f(x) = 0

⇐⇒ f (n)(x) = −an−1f
(n−1)(x) − · · · − a1f

′(x) − a0f(x)

⇐⇒



f (n)(x) = −an−1f
(n−1)(x) − an−2f

(n−2)(x) − · · · − a0f(x)

f (n−1)(x) = f (n−1)(x)
...

f ′(x) = f ′(x)

⇐⇒


f (n)(x)

f (n−1)(x)
...

f ′(x)

 =


−an−1 −an−2 · · · −a0

1 0 0
. . . . . .

...
1 0




f (n−1)(x)
f (n−2)(x)

...
f(x)



⇐⇒ d

dx


f (n−1)(x)
f (n−2)(x)

...
f(x)

 =


−an−1 −an−2 · · · −a0

1 0 0
. . . . . .

...
1 0




f (n−1)(x)
f (n−2)(x)

...
f(x)


というように書き換えることができますから,

F (x) =


f (n−1)(x)
f (n−2)(x)

...
f(x)

 , A =


−an−1 −an−2 · · · −a0

1 0 0
. . . . . .

...
1 0

 (139)
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として, (138) 式の微分方程式が,

定数係数の線型常微分方程式の行列による読み替え¶ ³
dF

dx
(x) = AF (x) (140)µ ´

というように, 一階の常微分方程式の形に書き直すことができることが分かります. さら
に, (140) 式の微分方程式は, 行列の指数関数

exA = I + (xA) +
(xA)2

2!
+

(xA)3

3!
+ · · ·

= I + xA +
x2

2!
A2 +

x3

3!
A3 + · · · (141)

=
∞∑

n=0

xn

n!
An

を導入することにより,

行列で読み替えた定数係数の線型常微分方程式とその一般解¶ ³
dF

dx
(x) = AF (x) ⇐⇒ F (x) = exAF (0) (142)µ ´

というように具体的に解くことができますから,「 (138) 式の微分方程式を解く問題」が
「 (139) 式で与えられる正方行列 A に対して, 行列の指数関数 exA を求める問題」に
帰着するのでした. 第 7回の問 1のところでは, A が 2 行 2 列の行列の場合に, Cayley-
Hamiltonの定理を用いて, exA を求めることを考えましたが, ここでは, A が一般のサイ
ズの正方行列であるとして, Jordan標準形の知識を用いて, exA を求めることを考えてみ
ることにします.
そこで, (139) 式で与えられる正方行列 A の Jordan標準形を求めるために, 手始めに,

行列 A の特性多項式 ϕA(x) を求めてみることにします. すると, 例えば,

ϕA(x) = det(xI − A)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x + an−1 an−2 . . . a2 a1 a0

−1 x . . . 0 0 0

0 −1
. . .

...
...

...
...

. . . . . . . . .
...

...

0 0
. . . −1 x 0

0 0 . . . 0 −1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x + an−1 an−2 . . . a2 a1 a1x + a0

−1 x . . . 0 0 0

0 −1
. . .

...
...

...
...

. . . . . . . . .
...

...

0 0
. . . −1 x x2

0 0 . . . 0 −1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
( n 列目+ (n − 1) 列目× x )

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x + an−1 an−2 . . . a3 a2 a1x + a0

−1 x . . . 0 0 0

0 −1
. . .

...
...

...
...

. . . . . . . . .
...

...

0 0
. . . −1 x 0

0 0 . . . 0 −1 x2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
( n 行目で展開 )

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x + an−1 an−2 . . . a3 a2 a2x
2 + a1x + a0

−1 x . . . 0 0 0

0 −1
. . .

...
...

...
...

. . . . . . . . .
...

...

0 0
. . . −1 x x3

0 0 . . . 0 −1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(

(n − 1) 列目+ (n − 2) 列目× x2
)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x + an−1 an−2 . . . a4 a3 a2x
2 + a1x + a0

−1 x . . . 0 0 0

0 −1
. . .

...
...

...
...

. . . . . . . . .
...

...

0 0
. . . −1 x 0

0 0 . . . 0 −1 x3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
( (n − 1) 行目で展開 )

= · · ·

=

∣∣∣∣∣ x + an−1 an−2x
n−2 + · · · + a1x + a0

−1 xn−1

∣∣∣∣∣
( 3 行目で展開 )
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=

∣∣∣∣∣ x + an−1 xn + an−1x
n−1 + an−2x

n−2 + · · · + a1x + a0

−1 0

∣∣∣∣∣(
2 列目+ 1 列目× xn−1

)
= xn + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0

というように計算できることが分かりますから, (139) 式で与えられる行列 A の特性多項
式 ϕA(x) は,

(139) 式で与えられる行列 A の特性多項式¶ ³
ϕA(x) = xn + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0 (143)µ ´
という式によって与えられることが分かります. ここで, (138) 式と (143) 式を見比べてみ
ると, 行列 A の特性多項式 ϕA(x) は, 形式的には, (138) 式の微分方程式 (の左辺)に
おいて,

f (i)(x) Ã xi, (i = 0, 1, 2, · · · , n)

という置き換えをすることによって得られることが分かります.
次に, 行列 A の最小多項式 ψA(x) を求めてみることにします. すると,

(139) 式で与えられる行列 A の最小多項式¶ ³
ψA(x) = ϕA(x) (144)

= xn + an−1x
n−1 + · · · + a1x + a0µ ´

というように, (139) 式で与えられる行列 A の最小多項式 ψA(x) は, 常に, 特性多項式
ϕA(x) と一致するということが, 例えば, 次のようにして分かります.
いま, Cayley-Hamiltonの定理から,

ϕA(A) = O

となることが分かりますから, (144) 式の主張を確かめるためには, 0 と異なる (n − 1) 次
式以下の勝手な多項式 0 6= f(x) ∈ C[x] に対して,

f(A) 6= O

となることが確かめられればよいということになります. そのために, まずは, 行列 A の
ベキを順番に計算してみることにします. 以下, 議論のポイントが見やすくなるように, 議
論の本質に関わってこないような行列の成分は, すべて「 ∗」という記号を用いて少しぼ
かして表わすことにします. いま, (139) 式から, 行列 A は,

A =



∗ ∗ · · · · · · ∗
1 0 · · · · · · 0

. . . . . .
...

. . . . . .
...

1 0


(145)
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という形をしているので, A2 は,

A2 =



∗ ∗ · · · · · · ∗
1 0 · · · · · · 0

. . . . . .
...

. . . . . .
...

1 0





∗ ∗ · · · · · · ∗
1 0 · · · · · · 0

. . . . . .
...

. . . . . .
...

1 0


(146)

=


∗ ∗ · · · · · · ∗
∗ ∗ · · · · · · ∗
1 0 · · · · · · 0

. . . . . .
...

1 0 0

 (147)

という形になることが分かります. ここで, (146) 式の右辺に現われる二つの行列のうち,
左側の行列 A は「行変形の命令を与える行列」であり, 右側の行列 A は「行変形の命令
を受ける行列」であると見なして, 例えば, 行列 A の二行目が,(

1 0 · · · · · · 0
)

であることを,「行列 A を左から掛け算することは, 二行目に一行目の 1 倍を書くことで
ある」などと解釈しながら計算を進めてみると, A2 が (147) 式にような形になることが
納得しやすくなるかもしれません. 全く同様に, A3, · · · , An−1 を計算してみると,

A3 = A · A2

=



∗ ∗ · · · · · · ∗
1 0 · · · · · · 0

. . . . . .
...

. . . . . .
...

1 0




∗ ∗ · · · · · · ∗
∗ ∗ · · · · · · ∗
1 0 · · · · · · 0

. . . . . .
...

1 0 0



=



∗ ∗ · · · · · · · · · ∗
∗ ∗ · · · · · · · · · ∗
∗ ∗ · · · · · · · · · ∗
1 0 · · · · · · · · · 0

. . . . . .
...

1 0 0 0


...

An−1 =


∗ ∗ · · · · · · ∗
∗ ∗ · · · · · · ∗
...

...
...

∗ ∗ · · · · · · ∗
1 0 · · · · · · 0
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という形になることが分かります.41 特に, i = 0, 1, 2, · · · , n−1 に対して, Ai の n 行目は,

( (n − i)列目

n行目 0 · · · 0 1 0 · · · 0
)

(148)

という式によって与えられることに注意します.
そこで, いま, b0, b1, · · · , bn−1 ∈ C として,

f(x) = b0 + b1x + · · · + bn−1x
n−1 ∈ C[x]

を, (n − 1) 次式以下の多項式とします. すると, (148) 式から,

f(A) = b0I + b1A + · · · + bn−1A
n−1

=


∗ · · · · · · ∗
...

...
∗ · · · · · · ∗

bn−1 · · · b1 b0

 (149)

となることが分かりますから, (149) 式から,

f(A) = O ⇐⇒ b0 = b1 = · · · = bn−1 = 0 (150)

となることが分かります. よって, (150) 式から, 0 と異なる (n − 1) 次式以下の勝手な多
項式 0 6= f(x) ∈ C[x] に対して,

f(A) 6= O

となることが分かりますから, 最初に注意したように, (144) 式の主張が成り立つことが分
かります.
そこで, いま, 行列 A の相異なる固有値を λ1, λ2, · · · , λL ∈ C として, A の特性多項式

ϕA(x) が,

行列 A の特性多項式¶ ³
ϕA(x) =

L∏
i=1

(x − λi)mi (151)

µ ´
というように因数分解されるとします. このとき, (144) 式から, A の最小多項式 ψA(x)
も,

行列 A の最小多項式¶ ³
ψA(x) =

L∏
i=1

(x − λi)mi (152)

µ ´
というように表わされるということになります. 第 12回の問 1のところで見たように, 最

41皆さん, 確かめてみて下さい.
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小多項式 ψA(x) は, それぞれの固有値に対応した最もサイズの大きな Jordan細胞の情報
を与えてくれますから, (152) 式から, 行列 A の Jordan標準形には,

Jm1(λ1), Jm2(λ2), · · · , JmL(λL) (153)

という Jordan細胞が登場することが分かります. そこで, これらの Jordan細胞を並べた
行列

J =


Jm1(λ1)

Jm2(λ2)
. . .

JmL(λL)

 (154)

を考えてみると, (151) 式の両辺の多項式の次数を比べてみることで, 正方行列 J のサイ
ズは,

m1 + m2 + · · · + mL = n

となり, 行列 A のサイズと同じになることが分かります. よって, 行列 A の Jordan標準
形の中には, (153) 式の Jordan細胞以外の Jordan細胞が登場する余地はないことが分か
りますから, 行列 A の Jordan標準形は,

(139) 式で与えられる行列 A の Jordan標準形¶ ³

J =


Jm1(λ1)

Jm2(λ2)
. . .

JmL(λL)

 (155)

µ ´
という式によって与えられることが分かります. すなわち, (139) 式で与えられる行列 A

の Jordan標準形には, それぞれの固有値 λi に対して, ちょうどひとつの Jordan細胞
Jmi(λi) が登場することが分かります. また, これらの Jordan細胞のサイズを求めるに
は, (151) 式のように, 行列 A の特性多項式 ϕA(x) を因数分解してみればよいことも
分かりました.
さて, 11節で見たように, 勝手な正方行列は Cn の基底を取り直すことで Jordan標準形

に変換できることが分かりますから, 我々の場合も,

行列 A を Jordan標準形に変換する¶ ³
P−1AP = J (156)µ ´

となる正則行列 P が存在することが分かります. すると, (156) 式から,

A = PJP−1 (157)

と表わせることが分かりますから, 勝手な自然数 k ∈ N に対して, (157) 式の両辺を k 乗
することで,

Ak = PJkP−1 (158)

67



となることが分かります. よって, (158) 式から,

exA = I + xA +
x2

2!
A2 +

x3

3!
A3 + · · ·

= PIP−1 + x(PJkP−1) +
x2

2!
(PJ2P−1) +

x3

3!
(PJ3P−1) + · · ·

= P

(
I + xJ +

x2

2!
J2 +

x3

3!
J3 + · · ·

)
P−1

= PexJP−1

となることが分かりますから,
行列の指数関数の間の関係¶ ³

exA = PexJP−1 (159)µ ´
となることが分かります. したがって, (142) 式, (159) 式から, (140) 式の微分方程式の解
F (x) は,

(140) 式の微分方程式の解の表示¶ ³
F (x) = PexJP−1F (0) (160)µ ´

というように表わせることが分かりますから, 微分方程式の解を求めるためには, 後は,
Jordan標準形 J に対する指数関数 exJ を求めることができればよいということになり
ます.
いま, (155) 式から, 勝手な自然数 k ∈ N に対して,

Jk =


Jm1(λ1)k

Jm2(λ2)k

. . .
JmL(λL)k


となることが分かりますから,

xk

k!
Jk =


xk

k! Jm1(λ1)k

xk

k! Jm2(λ2)k

. . .
xk

k! JmL(λL)k

 (161)

となることが分かります. よって, (161) 式から,

Jordan標準形 J に対する指数関数¶ ³

exJ =


exJm1 (λ1)

exJm2 (λ2)

. . .
exJmL

(λL)

 (162)

µ ´
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となることが分かりますから, Jordan標準形 J に対する指数関数 exJ を求めるためには,
Jordan細胞 Jm(λ) に対する指数関数 exJm(λ) が求まればよいということになります.
そこで, 第 11回の問 1のところと同様に,

I =



1 0 0 · · · 0

0 1 0
. . .

...

0 0
. . . . . . 0

...
...

. . . 1 0
0 0 · · · 0 1


︸ ︷︷ ︸

m コ

, N =



0 1 0 · · · 0

0 0 1
. . .

...

0 0
. . . . . . 0

...
...

. . . 0 1
0 0 · · · 0 0


︸ ︷︷ ︸

m コ

として,
Jm(λ) = λI + N

というように分解して考えてみます. このとき,

XY = Y X (163)

となる正方行列に対して,

指数関数の加法定理¶ ³
eX+Y = eX · eY (164)µ ´

という「指数関数の加法定理」が成り立つことに注意して,42

X = xλI, Y = xN

として, (164) 式を適用してみると,

eX = exλI

= eλxI

= I + λxI +
(λx)2

2!
I2 +

(λx)3

3!
I3 + · · ·

42興味がある方は, (163) 式の仮定のもとで,

eX+Y = 1 + (X + Y ) +
(X + Y )2

2!
+

(X + Y )3

3!
+ · · ·

と

eX · eY =

„

1 + X +
X2

2!
+

X3

3!
+ · · ·

«

·
„

1 + Y +
Y 2

2!
+

Y 3

3!
+ · · ·

«

という二つの式を X, Y のベキの形に展開して,

∞
X

k,l=0

ak,lX
kY l

という形に表わしたときに, それぞれの式で XkY l の係数 ak,l がどうなるのかということを比較してみるこ
とで, (164) 式が成り立っていることを確かめてみて下さい.
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=
(

1 + (λx) +
(λx)2

2!
+

(λx)3

3!
+ · · ·

)
I

= eλxI

eY = exN

= I + xN +
x2

2!
N2 + · · · + xm−1

(m − 1)!
Nm−1

となることが分かりますから,

exJm(λ) = eX+Y

= eX · eY

= eλxI ·
(

I + xN +
x2

2!
N2 + · · · + xm−1

(m − 1)!
Nm−1

)
= eλx ·

(
I + xN +

x2

2!
N2 + · · · + xm−1

(m − 1)!
Nm−1

)
となることが分かります. よって, Jordan細胞 Jm(λ) に対する指数関数 exJm(λ) は,

Jordan細胞 Jm(λ) に対する指数関数¶ ³
exJm(λ) = eλx ·

(
I + xN +

x2

2!
N2 + · · · + xm−1

(m − 1)!
Nm−1

)

= eλx ·



1 x x2

2! · · · xm−1

(m−1)!

0 1 x
. . .

...

0 0
. . . . . . x2

2!
...

...
. . . 1 x

0 0 · · · 0 1


︸ ︷︷ ︸

m コ

(165)

µ ´
となることが分かります. すると, (162) 式, (165) 式から, Jordan標準形 J に対する指数
関数 exJ が計算できることになりますから, (160) 式と合わせて, 微分方程式の解が求ま
るということになります.
さて, 実際に上の手順で微分方程式の解を求めようと思うと,

P−1AP = J

となる正則行列 P を求めるステップが少し面倒ですが, 例えば, 次のように考えることに
より, 微分方程式の解法を少し簡略化することができます. 一般の場合でも, 話の本質は変
わりませんから, 以下では, 話を具体的にするために, D = d

dx として,

0 = (D − 1)2(D − 2)f(x) (166)

= (D3 − 4D2 + 5D − 2)f(x)

= f ′′′(x) − 4f ′′(x) + 5f ′(x) − 2f(x) (167)
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という微分方程式をもとにして説明することにします. すると, この場合,

A =

 4 −5 2
1 0 0
0 1 0


であり, (166) 式より, 行列 A の特性多項式 ϕA(x) は,

ϕA(x) = (x − 1)2(x − 2)

となることが分かります. したがって, 行列 A の Jordan標準形 J は,

J =

(
J2(1)

J1(2)

)

であり, Jordan標準形 J に対する指数関数 exJ は,

exJ =

(
exJ2(1)

exJ1(2)

)

=

 ex xex 0
0 ex 0
0 0 e2x

 (168)

となることが分かります. したがって, 後は,

P−1AP = J

となる正則行列 P を求めることができれば, (160) 式から,

F (x) = PexJP−1F (0) (169)

というように, 微分方程式の解が求まることになります. ただし, 我々は, 正則行列 P を
具体的に求めるステップを回避することを考えたいわけですから, (169) 式をもとにして,
(167) 式という最初の微分方程式の解 f(x) がどのような形の関数になるのかというこ
とを考えてみることにします.
そこで, いま, a, b, c, α, β, γ ∈ C として,

P−1F (0) =

 a

b

c

 , P =

 ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
α β γ

 (170)

と表わすことにします.43 すると, (168) 式, (169) 式, (170) 式から, f ′′(x)
f ′(x)
f(x)

 = F (x)

43前と同様, 議論のポイントが見やすくなるように, 議論の本質に関わってこないような行列の成分は, す
べて「 ∗」という記号を用いて少しぼかして表わすことにします.
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= PexJP−1F (0)

= P

 ex xex 0
0 ex 0
0 0 e2x


 a

b

c


=

 ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
α β γ


 aex + bxex

bex

ce2x


=

 ∗
∗

α(aex + bxex) + βbex + γce2x


となることが分かりますから,

f(x) = α(aex + bxex) + βbex + γce2x

= (αa + βb)ex + (αb)xex + (γc)e2x

という形に表わせることが分かります. すなわち, 適当な定数 C1, C2, C3 ∈ C を用いて,

f(x) = C1e
x + C2xex + C3e

2x

という形に表わせることが分かります.
全く同様にして, 一般に, 行列 A の特性多項式 ϕA(x) が,

ϕA(x) =
L∏

i=1

(x − λi)mi

というように因数分解できるとき,

f (n)(x) + an−1f
(n−1)(x) + · · · + a1f

′(x) + a0f(x) = 0 (171)

という定数係数の線型常微分方程式の解 f(x) は, 適当な定数 C
(i)
j ∈ C を用いて,

f(x) =
L∑

i=1

(
C

(i)
0 + C

(i)
1 x + · · · + C

(i)
mi−1x

mi−1
)

eλix

という形に表わせることが分かります. 第 7回の問 1のところで見たように, このように,
一旦, 定数係数の線型常微分方程式の解がどのような形をしているのかということが分かっ
てしまうと, 次のような戦略で微分方程式の解を求めることができるということが分かり
ます.
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定数係数の線型常微分方程式の解を求める戦略¶ ³
(i) 与えられた微分方程式に対して, f (i)(x) Ã xi, (i = 0, 1, 2, · · · , n)
というような置き換えを行なって, 行列 A の特性多項式 ϕA(x) を
求め,

ϕA(x) = xn + an−1x
n−1 + · · · + a1x + a0

=
L∏

i=1

(x − λi)mi

というように因数分解する.

(ii) (i) で得られた因数分解のパターンから, C
(i)
j ∈ C として,

f(x) =
L∑

i=1

(
C

(i)
0 + C

(i)
1 x + · · · + C

(i)
mi−1x

mi−1
)

eλix

を考える.

(iii) 例えば, 初期値 f(0), f ′(0), · · · , f (n−1)(0)を用いることで,係数 C
(i)
j

を決定する.µ ´
このような戦略で微分方程式の解を求めることにすれば, 正則行列 P を具体的に求めた

り, 行列の指数関数 exA を計算する必要がなくなるので, 物理学の教科書などでは, この
ような解法が説明されていることが多いわけです.
ここでは, 定数係数の線型常微分方程式について説明しましたが, 第 7回の問 1のとこ
ろと同様に,

xk+n + an−1xk+n−1 + · · · + a1xk+1 + a0xk = 0, (k = 0, 1, 2, · · · )

という数列 x = {xk}k=0,1,2,··· に対する定数係数の線型漸化式に対しても, 全く同様な考
察ができます. すなわち, この場合に, 上と同様の議論を行なうことで,
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定数係数の線型漸化式の解を求める戦略¶ ³
(i) 与えられた線型漸化式に対して, xk+i Ã ti, (i = 0, 1, 2, · · · , n)とい
うような置き換えを行なって, 行列 A の特性多項式 ϕA(t) を求め,

ϕA(t) = tn + an−1t
n−1 + · · · + a1t + a0

=
L∏

i=1

(t − λi)mi

というように因数分解する.

(ii) (i) で得られた因数分解のパターンから, C
(i)
j ∈ C として,

xk =
L∑

i=1

(
C

(i)
0 + C

(i)
1 k + · · · + C

(i)
mi−1k

mi−1
)
· (λi)k

を考える.

(iii) 例えば, 初期値 x0, x1, · · · , xn−1 を用いることで, 係数 C
(i)
j を決定

する.µ ´
という戦略が立つことが分かります. 興味がある方は, 第 7回の問 1のところで行なった
議論と, この節で行なった議論を参考にして, 確かめてみて下さい.
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