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1. 問 1の解答

被積分関数を e−ax sin bx =
`−1

a
e−ax

´′
sin bx と考

えて部分積分をしてみると,

I =

Z ∞

0

e−ax sin bx dx

=

»

−1

a
e−ax sin bx

–∞

0

+
b

a

Z ∞

0

e−ax cos bx dx

=
b

a

Z ∞

0

e−ax cos bx dx

となることが分かります.∗1）そこでさらに,

e−ax cos bx =

„

−1

a
e−ax

«′

cos bx

と考えて部分積分をしてみると,

I =
b

a

„»

−1

a
e−ax cos bx

–∞

0

− b

a

Z ∞

0

e−ax sin bx dx

«

=
b

a

„

1

a
− b

a
I

«

*1） 三番目の等号では, limx→∞ e−ax sin bx = 0 となること
を用いました. これは, x > 0 に対して,

0 <
˛

˛

˛

e
−at

sin bx
˛

˛

˛

= e
−ax · | sin bx| ≤ e

−ax

となることから分かります.

=
b

a2
− b2

a2
I

となることが分かります. これより,

a2I = b − b2I

となることが分かりますから,

I =
b

a2 + b2

となることが分かります.

2. 広義積分とは

第 10回の問 3のところでRiemann積分について

説明しましたが, そのときに, R 上の何度でも微分でき
る関数 f(x) の積分を定義しようと考えたときに, 例

えば, f(x) が f(x) = 1 という定数関数であったとし

ても, 積分区間が無限に伸びているような場合には,
Z ∞

0

f(x)dx =

Z ∞

0

1 · dx

= +∞

というように上手く積分の値が定義できないことがあ

るということを注意しました (図 1を参照 ). また, 例

えば, 区間 (0, 1] 上で f(x) = 1
x
という関数の積分を

考えてみても,
Z 1

0

f(x)dx =

Z 1

0

dx

x

= [log x]10

= +∞

となってしまいますが, このように, たとえ積分区間

が有界な区間であったとしても, 区間の端っこの点で

f(x) が定義されていないような場合にも, 積分の値
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R ∞
0 1 · dx = +∞

図 1 積分区間が無限に伸びているような場合には, 定
数関数 f(x) = 1 に対しても, 積分の値が上手く
定まらない.

0

y

x

y = 1
x

1

R 1
0

dx
x

= +∞

図 2 積分区間が有界な区間でも, 区間の端っこの点
x = 0 で f(x) = 1

x
が定義されていないために,

積分の値が上手く定まらない.

が上手く定義できないことがあるということも注意し

ました (図 2を参照 ). 第 10回の問 3のところでは,

こうした積分区間の性質に起因する問題が起こらない

有界閉区間上の積分だけを考えて, 有界閉区間上の積

分は Riemann 和の極限として理解できるというこ

とを説明しました. また, R 上の何度でも微分できる
ような関数は, 勝手な有界閉区間上で積分の値がきち

んと定まるということを説明し, R 上の連続関数に対
しても同様の議論をすることができるということを注

意しました.

そこで, ここでは, こうした有界閉区間上の積分に

対する知識をもとにして, 積分区間が無限に伸びてい

るような場合や, 積分区間の端っこの点で関数の値が

定義できないような場合に, 積分の値をどのように定

めたら良いのかということを考えてみることにします.

話を具体的にするために, ここでは問 1の例をもとに

して考えてみることにします.

さて, 問 1では,

I =

Z ∞

0

e−ax sin bx dx

という積分を考えました. この場合, 積分区間は [0,∞)

というように無限に伸びていますから, 第 10回で考え

たように, 積分区間の分割 ∆ に対するRiemann和

S(∆; ‚) をもとにして, 分割の幅 j∆j を小さくして
いったときのRiemann和の極限として積分の値を定

義するというRiemann積分の考え方は, そのままの

形では適用できません. すなわち, この場合, 積分区間

が無限に伸びているので, 一般には, 積分区間の分割

∆ に対する Riemann和でさえ値がきちんと定まら

ないということになってしまうわけです.

そこで, このような場合には積分の定義を反省して

みる必要がありますが, I の被積分関数は R 上の何度
でも微分できる関数ですから, 勝手な有界閉区間上の

積分の値は Riemann 和の極限としてきちんと定ま

るということに注目して考えてみることができそうで

す. すなわち, 勝手な正の実数 0 < R 2 R に対して,

I(R) =

Z R

0

e`ax sin bx dx

という有界閉区間 [0; R] 上の積分の値 I(R) はきち

んと定まりますから,

Z ∞

0

e−ax sin bx dx = lim
R→∞

Z R

0

e−ax sin bx dx

= lim
R→∞

I(R)

というように, R ! 1 としたときの I(R) の極限

として, 無限区間 [0; 1) 上の積分の値を定義するこ

とができそうです. このように, 有界閉区間上の積分

の値 I(R) を考えた上で, R → ∞ としたときの I(R)

の極限として積分の値を定義することを広義積分と呼

びます.

上で注意したように, 今の場合には, 被積分関数

e−ax sin bx は何度でも微分できる関数ですから, 第

10 回の問 3 のところで見たように, 勝手な正の実数

0 < R 2 R に対して, 有界閉区間 [0; R] 上の積分

の値 I(R) はきちんと定まることが分かります. そこ

で, 後は, I = limR!1 I(R) という極限が存在する

かどうかということが問題になりますが, そのことを

考えてみるために, I を I(R) に取り換えて, 問 1で行

なった計算をやり直すとどうなるかということを考え

てみます. すると, 問 1の解答と全く同様にして, 部分

積分を二回繰り返すことで,

I(R) =

Z R

0

e−ax sin bx dx

=

»

−1

a
e−ax sin bx

–R

0

+
b

a

Z R

0

e−ax cos bx dx
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= −1

a
e−aR sin bR +

b

a

 

»

−1

a
e−ax cos bx

–R

0

− b

a

Z R

0

e−ax sin bx dx

«

= −1

a
e−aR sin bR − b

a2
e−aR cos bR

+
b

a2
− b2

a2
I(R) (1)

となることが分かります. したがって, (1)式から, I(R)

は,

I(R) =
1

a2 + b2

“

b − ae−aR sin bR

− be−aR cos bR
”

(2)

となることが分かります. ここで,

0 <
˛

˛

˛

e−aR sin bR
˛

˛

˛

= e−aR · | sin bR| ≤ e−aR

0 <
˛

˛

˛

e−aR cos bR
˛

˛

˛

= e−aR · | cos bR| ≤ e−aR

となることに注意すると,

lim
R→∞

e−aR sin bR = lim
R→∞

e−aR cos bR = 0 (3)

となることが分かりますから, I(R) に対する (2) 式と

いう表示と (3) 式から, limR→∞ I(R) という極限が

存在して,

I = lim
R→∞

I(R)

=
b

a2 + b2

となることが確かめられました.

このように, 積分区間を有界閉区間 [0, R] に取った

場合の積分の値 I(R) を考えて, (2) 式のように I(R)

の計算を具体的に行なった上で, 最後に R → ∞ とい

う極限を取るという方針に立つと, limR→∞ I(R) とい

う極限が存在することと, その極限の値がどうなるのか

ということを, 同時に議論することができます. 皆さん

も, 具体的な例に対して, こうした議論を行なってみる

と, 広義積分という考え方をより良く理解できるように

なるのではないかと思います. これは, ちょうど, 級数
P∞

n=1 an に対して, いきなり無限和を問題にするので

はなく, 値がきちんと定まる部分和 SN =
PN

n=1 an

について議論を行なって, 最後の段階で N ! 1 と

いう極限がどうなるかということを考えてみるという

方針を取ることで, 級数に対するより良い理解が得ら

れるということと似ています.

ただし, 毎回このような方針で計算を進めようとす

ると, 例えば上で見たように, 部分積分を行なうたび

に, − 1
a
e−aR sin bR や − b

a2 e−aR cos bR というよう

な「おつりの項」がたくさん現われてしまい, 式の形

が少し複雑になることがあります. そこで, いま, 何

らかの方法で, (1) 式に現われるすべての項に対して,

R → ∞ としたときの極限が存在することが確かめら

れていると仮定してみます. すると, (1) 式のすべての

項に limR→∞ をつけて,

lim
R→∞

I(R) = lim
R→∞

Z R

0

e−ax sin bx dx

= lim
R→∞

»

−1

a
e−ax sin bx

–R

0

+
b

a
lim

R→∞

Z R

0

e−ax cos bx dx

=
b

a

 

lim
R→∞

»

−1

a
e−ax cos bx

–R

0

− b

a
lim

R→∞

Z R

0

e−ax sin bx dx

«

=
b

a2
− b2

a2
lim

R→∞
I(R)

というように計算することができます. 問 1の解答で

挙げた計算は, 正確にはこのような計算を行なってい

たと解釈することができます. したがって, この場合

には,

lim
R→∞

Z R

0

e−ax sin bx dx,

lim
R→∞

Z R

0

e−ax cos bx dx

という広義積分の存在を別口で議論することができれ

ば, 問 1の解答の議論は完全に正当化できることにな

るわけです.

このように, 考えている積分に対して, 何らかの方法

で広義積分が存在することが別口で議論することがで

きれば, 有界閉区間上の積分の場合と全く同様に, 部

分積分などの計算を進めることができるということが

分かります. 皆さんの中の多くの方が, これまで何の

問題もなく, 問 1のような計算に馴れ親しんできたの

ではないかと思いますが, 例えば, 3節で見るような方

法で広義積分の存在を議論することにより, そのよう

な計算もきちんと正当化して考えることができるよう

になるわけです.

ここでは, 積分区間が半直線 [0,∞) の場合を考えま

したが, 有界区間の端っこの点で関数が定義されてい

ないような場合にも全く同様に考えることができます.
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例えば,
Z 1

0

dx

x

という例では, 0 < R < 1 となる勝手な実数 R ∈ R
に対して,

I(R) =

Z 1

R

dx

x

= [log x]1R

= − log R (4)

となることが分かりますが, (4) 式から,

lim
R→+0

I(R) = − lim
R→+0

log R

= +∞

となることが分かりますから,
R 1

0
dx
x
という広義積分

は収束しないことが分かります.

一方,
Z 1

0

dx√
x

という例では, 0 < R < 1 となる勝手な実数 R ∈ R
に対して,

I(R) =

Z 1

R

dx√
x

=
ˆ

2
√

x
˜1

R

= 2 − 2
√

R (5)

となることが分かりますが, (5) 式から,

lim
R→+0

I(R) = lim
R→+0

(2 − 2
√

R )

= 2

となることが分かりますから,
R 1

0
dx√

x
という広義積分

は収束して,
Z 1

0

dx√
x

= 2

となることが分かります.

全く同様にして,
Z 2

1

dx
p

(x − 1)(2 − x)

というような積分の値も,
Z 2

1

dx
p

(x − 1)(2 − x)

= lim
R1→1+0
R2→2−0

Z R2

R1

dx
p

(x − 1)(2 − x)

というように, 積分区間 (1; 2) に含まれるような有界

閉区間 [R1; R2] 上の積分の値の極限として理解する

ことができます.

3. 広義積分の収束判定法について

さて, 2節では, 積分区間が無限に伸びている場合や,

積分区間の端っこの点で関数の値が定義できないよう

な場合の積分の値を, 広義積分という考え方で理解で

きることを見ました. 例えば, 問 1の例では, 積分区間

を [0, R] という有界閉区間に取り換えたときの積分の

値が,

I(R) =

Z R

0

e−ax sin bx dx

=
1

a2 + b2

“

b − ae−aR sin bR − be−aR cos bR
”

というように具体的に求まるので, この具体的な表示

を用いることで,
Z ∞

0

e−ax sin bx dx = lim
R→∞

I(R)

=
b

a2 + b2

というように, 広義積分の値がきちんと定まることを

直接確かめることができました.

しかし, 一般には, このように有界閉区間上での積分

の値が具体的に求まるとは限りません. 例えば,

I =

Z ∞

0

e−x2
dx

という積分に対しては,

I(R) =

Z R

0

e−x2
dx

という有界閉区間 [0, R] 上の積分の値 I(R) を, 多項

式や三角関数などの良く知られた関数で具体的に表わ

すことができません. ただし, 第 8回の問 3のところ

で注意したように, 被積分関数 e−x2
を Taylor展開し

てから項別積分することにより,

I(R) =

∞
X

n=0

(−1)nR2n+1

n! · (2n + 1)

というベキ級数表示を得ることはできます. この級数は

第 8回の問 2で取り上げたような交代級数になってい

るので,∗2）勝手にひとつ正の実数 0 < R ∈ Rを取って

*2） 正確には, an = R2n+1
n!·(2n+1) とすると,
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きたときに, この表示を用いて, I(R) の大きさを見積

もることはできます. しかし, この表示では, R → ∞
としたときに, limR→∞ I(R) という極限が存在するの

かどうかということは良く分かりません.

このように, 一般には, 有界閉区間上の積分の値

I(R) を具体的に求めてから, limR!1 I(R) という

極限がどうなるのかということを考察するという方針

にもとづいて広義積分の存在を議論するということは

難しいので, 広義積分の存在を議論するためには「別

な工夫」が必要になります. そこで, この節では, そう

した工夫の代表的な例である「優関数による広義積分

の収束判定法」について考えてみることにします.

いま, R 上の何度でも微分できる関数 f(x) が勝手

にひとつ与えられているとします.∗3）すると, f(x) は

何度でも微分できる関数ですから, 第 10回の問 3のと

ころで見たように, 勝手な正の実数 0 < R ∈ R に対
して,

I(R) =

Z R

0

f(x)dx

という有界閉区間 [0; R] 上の積分の値はきちんと定

まることが分かります. このとき, 関数 f(x) の区間

[0; 1) 上の広義積分の値がきちんと定まるかどうかと

いうことは,

Z 1

0

f(x)dx = lim
R!1

Z R

0

f(x)dx

= lim
R!1

I(R)

という極限が存在するかどうかということであると解

釈するのでした.

2節でも注意したように, このことは, 勝手な自然数

N ∈ N に対して,

SN =

N
X

n=1

an

という部分和の値はきちんと定まるということに注目

an+1

an

=

R2n+3
(n+1)!·(2n+3)

R2n+1
n!·(2n+1)

=
2n + 1

2n + 3
·

R2

n + 1
≤

R2

n + 1

となることが分かるので, 与えられた実数 R ∈ R に対して,

例えば, R2 ≤ n0 +1 となる自然数 n0 ∈ N を勝手にひとつ
取ってきて, 最初の n0 項の和は別にして,

P∞
n=n0

(−1)nan

という「無限和」を考えると交代級数になっているというこ
とです.

*3） これでは抽象的で考えにくいと思われる方は, f(x) とし
て 問 1 の f(x) = e−ax sin bx という関数を考えてもらっ
ても構いませんし, 上で考えた f(x) = e−x2

という関数を
考えてもらっても構いません.

して, 無限和
P1

n=1 an の値がきちんと定まるかどう

かということを,

1
X

n=1

an = lim
N!1

N
X

n=1

an

= lim
N!1

SN

という極限が存在するかどうかということであると解

釈したことと似ています. 第 5回の問 2のところでは,

こうした級数に対する収束判定法について考えてみま

したが, ここでは, 上の類似をもとにして, 広義積分に

対する収束判定法を考察してみることにします.

そのために, まず, 級数の値がきちんと定まるとい

うパターンには, 絶対収束と条件収束という二つのパ

ターンがあるということについて少し思い出してみる

ことにします.∗4） すると, 与えられた級数
P∞

n=1 an

に対して,

S+ =
X

an>0

an, S− =
X

an<0

|an|

として,「総和」S =
P∞

n=1 an を,

S = S+ − S−

というように,「正の項の寄与」S+ と「負の項の寄与」

S− に分解して考えてみると, 無限和
P∞

n=1 an の値

がきちんと定まるというパターンには, 正の項の総和

S+ と負の項の総和 (の絶対値) S` が両方とも有限

値となり,「 (有限) ` (有限)」という形で総和 S が

有限値になるような場合と, 正の項の総和 S+ と負の

項の総和 (の絶対値) S` が両方とも +1 となるに

もかかわらず, 和を取る順番が上手く定められている

ために, 部分和 SN の極限 limN!1 SN が存在し,

「 (無限大) ` (無限大)」という形で総和 S が有限値

になるという場合の二つのパターンがあり, 前者の場

合を絶対収束と呼び, 後者の場合を条件収束と呼ぶの

でした.

このうち, 条件収束の場合には, 第 4回の問 3のとこ

ろで見たように, 和を取る順番を取り換えると「総和」

であるはずの無限和の値もガラガラと変わってしまうと

いうような「微妙な場合」であるために, 一般的な収束

判定法は知られていないということを注意しました. 一

方, 絶対収束しているということは, 正の項だけを足し

た部分和 S+
N からなる単調増加数列 fS+

N gN=1;2;´´´

*4） より詳しい説明については第 4 回の解説を参照して下さ
い.
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0

y

x

y = f(x)

S+

S−

図 3 「総面積」S =
R ∞
0 f(x)dx を, f(x) ≥ 0 と

なっている部分から得られる「正の面積」S+

と, f(x) ≤ 0 となっている部分から得られる
「負の面積 (の絶対値)」S− に分解する.

と, 負の項 (の絶対値 )だけを足した部分和 S`
N から

なる単調増加数列 fS`
N gN=1;2;´´´ が, 両方とも収束

するということですから, これら二つの単調増加数列

が, いずれも「頭打ち」になることであると解釈でき

るのでした. さらに, この条件は,

∞
X

n=1

|an| = S+ + S− < +∞ (6)

という条件と同じことであるということが分かり, こ

れが絶対収束と呼ばれる理由でした.

そこで, 上で述べた類似をもとにして, 広義積分の場

合に対応する考察を行ってみることにします. 皆さん

良くご存知のように, 関数 f(x) の積分 (の値)
Z ∞

0

f(x)dx

とは, 直感的には, 区間 [0,∞)上で関数 f(x)のグラフ

と x軸で囲まれる部分の (符号付きの)面積を表わすの

でした. すると,「総和」S を「正の項の寄与」S+ と

「負の項の寄与」S− に分解して考えるということは,

「総面積」S =
R1
0

f(x)dx を, f(x) – 0 となって

いる部分から得られる「正の面積」S+ と, f(x) » 0

となっている部分から得られる「負の面積 (の絶対値)」

S` に分解して考えるということに対応すると考える

ことができます (図 3を参照 ). このことを, より正確

に表現すれば, 次のようになります.

いま, 関数 f(x) を正の値を取る部分と負の値を取

る部分に分解して,

f+(x) =

8

<

:

f(x), f(x) ≥ 0 のとき

0, f(x) < 0 のとき

0

y

x

y = f+(x)

図 4 関数 f(x) から, 正の値を取る部分 f+(x) を取
り出す.

0

y

x

y = f−(x)

図 5 関数 f(x) から, 負の値を取る部分 (の絶対値)

f−(x) を取り出す.

f−(x) =

8

<

:

0, f(x) > 0 のとき

−f(x), f(x) ≤ 0 のとき

と定めてみます (図 4, 図 5を参照 ). すると, f(x) は,

f(x) = f+(x) − f−(x) (7)

というように二つの正値関数の差の形に分解されるこ

とが分かりますから,

S+ =

Z ∞

0

f+(x)dx,

S− =

Z ∞

0

f−(x)dx

として,「総面積」S =
R∞
0

f(x)dx が,

S = S+ − S−

というように,「正の面積の寄与」S+ と「負の面積の

寄与」S− に分解できることが分かります.

そこで, S+ や S− が, どのような値を取りうるのか

ということを考えてみます. 上のように関数 f(x) を

f+(x) と f−(x) に分解すると, 関数 f(x) が何度でも

微分できる関数であったとしても, 一般には, f+(x) や

6



0

y

xR R′

y = f+(x)

I+(R)

I+(R′)

図 6 I+(R) は単調増加関数となる.

f−(x) には微分することができないような点がいくつ

か現われることがあり得ます. しかしながら, 少なく

ともこれらの関数は連続関数であることが分かります

から, 勝手な正の実数 0 < R 2 R に対して,

I+(R) =

Z R

0

f+(x)dx,

I`(R) =

Z R

0

f`(x)dx

という関数 f˚(x) の有界閉区間 [0; R] 上の積分の

値はきちんと定まることが分かります.

いま, 勝手な実数 x ∈ R に対して, f+(x) ≥ 0 であ

ることに注意すると, R < R′ のとき,

Z R′

R

f+(x)dx ≥ 0

となることが分かりますから,

I+(R) =

Z R

0

f+(x)dx

≤
Z R

0

f+(x)dx +

Z R′

R

f+(x)dx

=

Z R′

0

f+(x)dx

= I+(R′)

となることが分かります. すなわち, I+(R) は単調増

加関数であることが分かります ( 図 6 を参照 ). した

がって,「正の面積の寄与」

S+ =

Z ∞

0

f+(x)dx

= lim
R→∞

Z R

0

f+(x)dx

= lim
R→∞

I+(R)

の可能性としては,「有限の値に落ち着く」か「無限大

になる」かの二通りの可能性しか存在しないことが分

かります. 全く同様にして,「負の面積の寄与」

S− =

Z ∞

0

f−(x)dx

= lim
R→∞

Z R

0

f−(x)dx

= lim
R→∞

I−(R)

の可能性も,「有限の値に落ち着く」か「無限大になる」

かの二通りの可能性しか存在しないことが分かります.

以上から,「総面積」

S =

Z ∞

0

f(x)dx

= S+ − S−

の可能性としては, 次の四つのパターンが考えられる

ということになります.

S− が有限 S− = +∞

S+ が有限 S = S+ − S− S = S+ −∞

S+ = +∞ S = ∞− S− S = ∞−∞

よって, 級数のときと同様に,

S =

Z 1

0

f(x)dx

= lim
R!1

Z R

0

f(x)dx

という極限が存在しうるのは, 最初と四番目のパター

ンである

(イ) S+; S` が両方とも有限の値に落ち着く.

(ロ) S+; S` が両方とも +1 に発散する.

という二つの場合のみであることが分かります. す

なわち, この二つの場合においてのみ, 広義積分
R1
0

f(x)dx の値がきちんと定まりうることが分か

ります.

級数のときと同様に, (イ)のパターンで広義積分の

値がきちんと定まるときに, 広義積分
R∞
0

f(x)dx は

絶対収束すると呼び, (ロ)のパターンで広義積分の値

がきちんと定まるときに, 広義積分
R∞
0

f(x)dx は条

件収束すると呼びます. ここで, (イ) という条件は,

I+(R); I`(R) という単調増加関数が R ! 1 の

とき, それぞれ,「頭打ち」になるということですが,

この条件は,
Z 1

0

jf(x)jdx = S+ + S` < +1 (8)

数学 IB演習 7



という条件と同じことであるということが, 級数の場

合と全く同様の議論により分かります.∗5）

そこで, 次に, 広義積分に対する収束判定法について

考えてみることにします. 級数のときと同様に, 広義

積分
R∞
0

f(x)dx が条件収束している場合には,「正の

面積の寄与」S+ と「負の面積の寄与」S` が両方と

も +1 となるにもかかわらず, 和を取る順番が上手

く定められているために, 極限 limR!1 I(R) が存

在し,「 (無限大) ` (無限大)」という形で「総面積」

S =
R1
0

f(x)dx が有限値になるという「微妙な場

合」なので, 一般的な収束判定法は知られておらず, 個

別に対処する必要があります. そこで, 以下では, 広義

積分
R1
0

f(x)dx が絶対収束するための (十分)条件

, すなわち, (8) 式が成り立つための (十分)条件につ

いて考えてみることにします.

そのために, 再び, 級数の場合に戻って, 級数の場合

にどのような議論を行なったのかということを思い出

してみることにします. 第 5 回の問 2 のところでは,

与えられた級数
P∞

n=1 an が絶対収束していることを

判定できるような方法, すなわち,

∞
X

n=1

|an| = S+ + S− < +∞ (9)

となっていることを判定できるような方法を考えたの

でした. そのときのアイデアは, 部分和が具体的に計

算できるような級数と比べてみるということであり,

パラメータを調整することで一般の級数と「大きさ比

べ」をすることができる等比級数
P1

n=1 M n をこの

ような級数の候補として選んで, 級数の収束判定法を

考えたのでした. 具体的には, n が大きくなるときに,

janj の大きさの大きくなり具合と, M n の大きさの

大きくなり具合が, 同じように見えるような公比 M

の候補として, 例えば,

M = lim
n→∞

|an|1/n

という式によって定まる級数
P∞

n=1 |an| の「仮想的な
公比」M に注目すると,

M < 1 =⇒
∞
X

n=1

an は絶対収束する.

ということが分かるのでした. ここで,「M ≤ 1」で

はなく「M < 1」であるということが議論のポイン

*5） 興味がある方は, 第 4 回で級数に対して行った議論を参考
にして, 確かめてみて下さい.

トになっているわけですが, 実際,「M < 1」である

ことを用いて, 次のように議論できるのでした.

いま, M < 1 ですから, M < M ′ < 1 となるよう

な実数 M ′ ∈ R が存在します. そこで, このような実

数 M ′ を, 勝手にひとつ選んでくると,

lim
n→∞

|an|1/n = M < M ′

となり, 最終的には |an|1/n は, どれもこれも M ′ よ

り小さくなってしまうことが分かります. すなわち, 適

当な自然数 n0 ∈ N が存在して,

n0 ≤ n =⇒ |an|1/n ≤ M ′ (10)

となることが分かります. よって, (10)式から, n0 ≤ N

となる勝手な自然数 N ∈ N に対して,

N
X

n=1

|an| =

n0−1
X

n=1

|an| +
N
X

n=n0

|an|

≤
n0−1
X

n=1

|an| +
N
X

n=n0

(M ′)n　 (11)

≤
n0−1
X

n=1

|an| +
∞
X

n=n0

(M ′)n

=

n0−1
X

n=1

|an| +
(M ′)n0

1 − M ′ < +∞

となることが分かりますから, (9) 式が成り立つことが

分かるのでした.

ここで, 上の議論を見返してみると, (9) 式が成り立

つことを確かめるにあたり, 最初の有限個の項を別に

して考えると, n – n0 のとき,

janj » (M 0)n (12)

となるということと,

1
X

n=n0

(M 0)n < +1 (13)

となるということが議論のポイントになっていること

が分かります.

そこで, この点に注意して, 広義積分の場合にも, 与

えられた広義積分
R∞
0

f(x)dx が絶対収束しているこ

とを判定できるような方法, すなわち,
Z ∞

0

|f(x)|dx < +∞ (14)

となっていることを判定できるような方法を考えてみ

ることにします. すると, この場合には, 勝手な有界閉

8



0

y

x

y = |f(x)|
y = g(x)

R ∞
0 |f(x)|dx

R ∞
0 g(x)dx

図 7 |f(x)| ≤ g(x) のとき,
R ∞
0 |f(x)|dx という面積

は
R ∞
0 g(x)dx という面積より小さくなる.

区間上の積分の値が具体的に計算できるような関数と

比べてみれば良いのではないかと思われます. すなわ

ち, 積分区間内の勝手な点 x 2 [0; 1) に対して,

jf(x)j » g(x) (15)

となるような関数 g(x) で,
Z 1

0

g(x)dx < +1 (16)

となることを具体的に確かめることができるようなも

のを見つけてくれば良いのではないかと思われます. こ

のような関数 g(x) を区間 [0,∞) における関数 f(x)

の優関数と呼んだりします.

実際, このような優関数 g(x) を具体的に見つけるこ

とができたと仮定すると, (15) 式の両辺を積分するこ

とで, 勝手な正の実数 R > 0に対して,

Z R

0

|f(x)|dx ≤
Z R

0

g(x)dx

≤
Z ∞

0

g(x)dx < +∞ (17)

となることが分かります. そこで, さらに, (17) 式の

両辺で R → ∞ としてみると,
Z ∞

0

|f(x)|dx ≤
Z ∞

0

g(x)dx < +∞

となることが分かりますから, (14) 式が成り立つこと

が分かります. すなわち, (15) 式のもとでは,
Z ∞

0

|f(x)|dx ≤
Z ∞

0

g(x)dx (18)

となるはずであることが分かりますが (図 7を参照 ),

さらに,
Z ∞

0

g(x)dx < +∞

0

y

x

y = h(x)

y = |f(x)|

R ∞
0 h(x)dx

R ∞
0 |f(x)|dx

図 8 0 ≤ h(x) ≤ |f(x)| のとき,
R ∞
0 |f(x)|dx という

面積は
R ∞
0 h(x)dx という面積より大きくなる.

となることが分かれば, (18) 式と合わせて,
Z ∞

0

|f(x)|dx < +∞

となることを結論付けることができるだろうというわ

けです.

全く同様にして, 積分区間内の勝手な点 x ∈ [0,∞)

に対して,

0 ≤ h(x) ≤ |f(x)| (19)

となるような関数 h(x) を見つけることができれば,

0 ≤
Z ∞

0

h(x)dx ≤
Z ∞

0

|f(x)|dx (20)

となるはずであることが分かりますが (図 8を参照 ),

さらに,
Z ∞

0

h(x)dx = +∞ (21)

となることが分かれば, (20) 式と合わせて,
Z ∞

0

|f(x)|dx = +∞

となること, すなわち, 広義積分
R∞
0

f(x)dx は絶対

収束しないことを結論付けることができることになり

ます.

こうした優関数という見方から, 級数の収束判定法に

対する議論を見返すと, (11) 式より, 与えられた級数
P∞

n=1 an に対して,

∞
X

n=1

bn =

n0−1
X

n=1

|an| +
∞
X

n=n0

(M ′)n (22)

という優級数を取ってくることで,
P∞

n=1 an という級

数が絶対収束することを確かめたというように解釈で

きることが分かります. また, 第 6回の問 1では,

数学 IB演習 9



∞
X

n=1

1

n + 1
· log

„

1 +
1

n

«

(23)

という級数を取り上げましたが, この場合には, 級数
P∞

n=1 |an| の「仮想的な公比」M は M = 1 となっ

てしまい,「級数の収束判定法」では収束・発散が判定

できないことに注意しました. しかし, このような場

合でも,

∞
X

n=1

bn =
∞
X

n=1

1

n(n + 1)

という優級数を取ってくることで, (23) 式の級数が収

束すること確かめたというように, 第 6回の問 1で挙

げた解答を解釈できることが分かります.

このように, 級数の場合には, 優級数として,

∞
X

n=1

bn =
∞
X

n=1

(M ′)n

という等比級数や, 1 < α ∈ R として,

∞
X

n=1

bn =

∞
X

n=1

1

nα

というような n の実数ベキからなる級数を考えるこ

とができますが,∗6）全く同様に, 広義積分の場合にも,

例えば, ¸ 2 R として,

g(x) =
1

x¸

という関数を具体的に積分の値が計算できる優関数の

候補として考えることができます.∗7） このとき, いき

なり
R∞
0

g(x)dx という積分を考えると, x = ∞ の近

くでの積分の値だけでなく, x = 0 の近くでの積分の

値がきちんと定まるのかということも気になってしま

いますが, 適当に正の実数 b ∈ R を取ってきて,

Z ∞

0

|f(x)|dx =

Z b

0

|f(x)|dx +

Z ∞

b

|f(x)|dx

≤
Z b

0

|f(x)|dx +

Z ∞

b

g(x)dx (24)

というように, 積分区間 [b; 1) 上だけで優関数 g(x)

の積分による評価を行なうという方針を取ることにす

*6） より正確には, (11) 式や (22) 式のように, 最初の有限個
の項を別にして,「等比級数」や「n の実数ベキからなる級
数」を優級数として考えることが多いです.

*7） あるいは, (19) 式, (21) 式を満たす関数 h(x) として,

h(x) = 1
xα という形の関数を考えることもできます.

ると, この問題は回避できます.∗8）

そこで, α ∈ R, 0 < b ∈ R として,

g(x) =
1

xα

という関数に対して,
R1

b
g(x)dx という広義積分の

値がどうなるかということを考えてみます. すると,

b < R となるような勝手な実数 R ∈ R に対して,

α = 1 のときには,

Z R

b

g(x)dx =

Z R

b

dx

x

= [log x]Rb

= log R − log b (25)

となり, α 6= 1 のときには,

Z R

b

g(x)dx =

Z R

b

dx

xα

=

»

x−α+1

1−α

–R

b

=
1

1−α
· 1

Rα−1
− 1

1−α
· 1

bα−1
(26)

となることが分かりますから, (25) 式, (26) 式より,

(イ) ¸ > 1 のとき,

lim
R!1

Z R

b

g(x)dx =
1

¸ ` 1
´ 1

b¸`1
< +1

(ロ) ¸ » 1 のとき,

lim
R!1

Z R

b

g(x)dxは発散する.

となることが分かります. したがって, x = 1 の近

くでの積分の値を考察する場合には,

g(x) =
1

x¸
; (¸ > 1)

という関数 (または, その定数倍 ) が優関数の候補と

して取れることが分かります.

例えば, この節の最初に挙げた
R∞
0

e−x2
dx という

例では, 勝手な実数 x ∈ R に対して,

0 ≤ e−x2
=

1

ex2 =
1

1 + x2 + 1
2!

(x2)2 + · · ·
≤ 1

x2

となることに注意して, 例えば, 積分区間を x = 1 の

ところで分けて, 積分の大きさを評価してみると,

*8） このように適当に積分区間を分けてから, (24) 式という評
価式を考えて議論を進めるということは, 級数の場合に, 最
初の有限個の和だけを別にして, (11) 式という評価を考え
て議論を進めたということに対応していると解釈することが
できます.
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Z ∞

0

e−x2
dx =

Z 1

0

e−x2
dx +

Z ∞

1

e−x2
dx

≤
Z 1

0

e−x2
dx +

Z ∞

1

dx

x2

=

Z 1

0

e−x2
dx + 1 < +∞

となることが分かりますから, 広義積分
R∞
0

e−x2
dxの

値がきちんと定まることが分かります.

ここでは, 積分区間が半直線 [0,∞) の場合だけを考

えましたが, 積分区間の端っこの点で関数が定義でき

ないような場合にも, 全く同様の議論をすることがで

きます. 例えば, 積分区間が (a; b] で, x = a で被積

分関数の値が定義できないような場合には, x = a の

近くでの積分の値を考察するための優関数の候補とし

て, 例えば,

g(x) = (x ` a)¸; (¸ > `1)

というような関数 (または, その定数倍 )を取ること

ができます. 実際には, 上で見たように, Taylor 展開

を用いて適当に被積分関数の大きさを評価してみるこ

とで, 優関数の候補を見つけることができることが多

いです.

4. 問 2の解答

(1) Γ(x) の定義より,

Γ(1) =

Z ∞

0

e−tdt

= [−e−t ]∞0

= 1

となることが分かります. また,

Γ(2) =

Z ∞

0

e−tt dt

となりますが, 被積分関数を e−tt = (−e−t)′t と考

えて, 部分積分してみると,

Γ(2) = [−e−tt ]∞0 +

Z ∞

0

e−tdt

=

Z ∞

0

e−tdt

= Γ(1)

= 1

となることが分かります.

(2) Γ(x) の定義より,

Γ(x + 1) =

Z ∞

0

e−ttxdt

となりますが, (1) と同様に, 被積分関数を e−ttx =

(−e−t)′tx と考えて, 部分積分してみると,

Γ(x + 1) = [−e−ttx ]∞0 +

Z ∞

0

e−t · xtx−1dt

= x

Z ∞

0

e−ttx−1dt

= xΓ(x)

となることが分かります.∗9）

(3) (2) の結果から, 勝手な自然数 n ∈ N に対して,

Γ(n) = (n − 1)Γ(n − 1)

= (n − 1)(n − 2)Γ(n − 2)

= · · ·

= (n − 1)(n − 2) · · · 2 · 1 · Γ(1) (27)

となることが分かります. 一方, (1) の結果から,

Γ(1) = 1 となることが分かりますから, (27) 式と

合わせて,

Γ(n) = (n − 1)!

となることが分かります.

5. 問 2を見直すと

問 2では,

Γ(x) =

Z ∞

0

e−ttx−1dt (28)

という関数を考えました. この関数は Γ 関数 ( ガン

マ関数 ) と呼ばれ, Euler によって定義されたもので

す. 問 2の (3) で見たように, 勝手な自然数 n ∈ N に
対して,

Γ(n) = (n − 1)!

となりますから, 気分としては, 0 < x となる勝手な

*9） 二番目の等号では, x > 0 のとき, limt→∞ e−ttx = 0 と
なることを用いました. このことは, 例えば, 勝手にひとつ
取ってきた正の実数 0 < x ∈ R に対して, x < n0 となる
ような自然数 n0 ∈ N を勝手にひとつ取ってくると, t > 0

のとき,

0 < e
−t

t
x

=
tx

et
<

tx

tn0
n0!

=
n0!

tn0−x

と評価できることから分かります.
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実数 x 2 R に対して, 上の (28) 式という積分の値

によって「Γ(x) = (x ` 1)!」を定義したという感

じがします. 自然数 n ∈ N に対して, その階乗 n! は,

数学のいろいろな場面で登場しますが, その自然な拡

張である Γ 関数も, 陰に陽に数学のいろいろな場面に

登場します.

例えば, これまでにも何度か登場した
R∞
0

e−x2
dxと

いう積分も, t = x2 と変数変換してみると,

dt = 2xdx

= 2t1/2dx

となりますから,
Z ∞

0

e−x2
dx =

Z ∞

0

e−t dt

2t1/2

=
1

2

Z ∞

0

e−tt−1/2dt

=
1

2
Γ(

1

2
)

と表わせることが分かります. 実は,
Z ∞

0

e−x2
dx =

√
π

2

となることが分かるのですが, 強引に Γ(x) = (x− 1)!

であると考えてみることにすると,「 (− 1
2
)! =

√
π」と

いう「不思議な式」が得られます. 皆さんの中の多く

の方が, 将来, 何らかの形で Γ 関数について学ばれる

機会があるのではないかと思い, ちょっとした紹介を兼

ねて Γ 関数を取り上げてみました.

さて, 問 2 では, x > 0 に対して, (28) 式という

広義積分の値がきちんと定まるということは認めて議

論をしましたが, 問 1のところで考えた優関数による

収束判定法を用いると, この点について, 次のように

議論することができます. いま, x0 > 0 となる実数

x0 2 R を勝手にひとつ取ってきたときに,

Γ(x0) =

Z 1

0

e`ttx0`1dt (29)

という広義積分の値がきちんと定まるかどうかという

ことを考えてみます. 以下では, x0 は x0 = 1 など,

勝手にひとつ固定された定数であるとみなして議論を

進めることにします.

そこで, まず, t = 1 の近くでの積分の値を評価す

ることを考えてみます. いま, t > 0 のとき, 勝手な自

然数 n ∈ N に対して,

0 < e−ttx0−1 =
tx0−1

et
≤ tx0−1

tn

n!

=
n!

tn−x0+1
(30)

と評価できることに注意します. そこで, n0 ≥ x0 + 1

となるような自然数 n0 ∈ N を, 勝手にひとつ取って

くると, n0 − x0 + 1 ≥ 2 となることが分かりますか

ら, t ≥ 1 のとき,

tn0−x0+1 ≥ t2 (31)

となることが分かります. したがって, (30) 式, (31)

式から, t ≥ 1 のとき,

0 < e−ttx0−1 ≤ n0!

tn0−x0+1
≤ n0!

t2
(32)

と評価できることが分かります. よって, (32) 式の両

辺 1 から ∞ まで積分してみると,
Z ∞

1

e−ttx0−1dt ≤
Z ∞

1

n0!

t2
dt

= n0! ·
»

−1

t

–∞

1

= n0! (33)

と評価できることが分かります.

次に, t = 0 の近くでの積分の値を評価することを

考えてみます. いま, t > 0 のとき, 0 < e−t ≤ 1 と評

価できることに注意すると, t > 0 に対して,

0 < e−ttx0−1 ≤ tx0−1 (34)

と評価できることが分かります. よって, (34) 式の両

辺 0 から 1 まで積分してみると,
Z 1

0

e−ttx0−1dt ≤
Z 1

0

tx0−1dt

=

»

tx0

x0

–1

0

=
1

x0
(35)

と評価できることが分かります.

そこで, (33) 式, (35) 式という評価式を合わせて考

えると,
Z ∞

0

e−ttx0−1dt

=

Z 1

0

e−ttx0−1dt +

Z ∞

1

e−ttx0−1dt

≤ 1

x0
+ n0! < +∞

となることが分かります. したがって, 問 1 のところ

で見たように, x0 > 0 に対して, (29) 式という広義

積分の値はきちんと定まることが分かります.

以上から, x > 0 に対して, (28) 式という広義積

12



分の値がきちんと定まることが分かりましたが, 次に,

x » 0 の場合にはどうなっているのかということを考

えてみます. まず, 大まかな様子を探ってみるために,

少し粗っぽく考えてみることにします. いま, t = 0 の

まわりでは, e−t ; 1 ですから,
Z 1

0

e−ttx−1dt ;
Z 1

0

tx−1dt

と見積もることができそうです. このとき, x = 0 で

あるとすると,
Z 1

0

t−1dt = lim
R1→+0

Z 1

R1

dt

t

= lim
R1→+0

[ log t ]1R1

= lim
R1→+0

(− log R1)

= +∞

となることが分かりますし, x < 0 であるとすると,
Z 1

0

tx−1dt = lim
R1→+0

Z 1

R1

tx−1dt

= lim
R1→+0

»

tx

x

–1

R1

= lim
R1→+0

„

1

x
− Rx

1

x

«

= +∞

となることが分かりますから, いずれにしても,
Z 1

0

tx−1dt = lim
R1→+0

Z 1

R1

tx−1dt = +∞ (36)

となることが分かります. したがって, x » 0 のとき

には, Γ(x) という積分の値も上手く定義できないの

ではないかと思われます.

そこで, 上の議論をもう少し慎重に見直すことで, こ

のことを確かめてみることにします. いま, 0 ≤ t ≤ 1

のとき,

1

3
<

1

e
= e−1 ≤ e−t ≤ 1

となることに注意すると, 勝手にひとつ取ってきた実

数 x ∈ R に対して, 0 < t ≤ 1 のとき,

0 ≤ tx−1

3
≤ e−ttx−1

となることが分かります. したがって, 0 < R1 < 1 と

なるような勝手な実数 R1 ∈ R に対して,

0 ≤ 1

3

Z 1

R1

tx−1dt ≤
Z 1

R1

e−ttx−1dt (37)

となることが分かります. ここで, x ≤ 0 であると仮

定すると, (36) 式, (37) 式から,

Z 1

0

e−ttx−1dt = lim
R1→+0

Z 1

R1

e−ttx−1dt = +∞

となることが分かりますから, (28) 式によって定義

された広義積分は, x > 0 となる実数に対してしかき

ちんと値が定まらないことが分かりました. すなわち,

(28) 式という積分表示では, Γ 関数 Γ(x) は x > 0

でしか意味を持たないことが分かりました.

さて, 問 2の (2) より, Γ(x) は, x > 0 に対して,

Γ(x + 1) = xΓ(x) (38)

という式を満たすのでした. この (38) 式は,

「Γ(x + 1) という関数と xΓ(x) という関数を結び

つけている等式」であると見なせますが, このように

「二つの関数を結びつけるような等式」を, 一般に, 関

数等式と呼んだりします. そこで, いま, (38) 式を,

Γ(x) =
Γ(x + 1)

x
(39)

という形に書き直してみます. 上で見たように, (28)

式という積分表示では, Γ(− 1
2
) という値は意味がない

わけですが, (39) 式の両辺に x = − 1
2
を代入してみ

ると,

Γ(−1

2
) =

Γ(− 1
2

+ 1)

− 1
2

= −2Γ(
1

2
) (40)

となりますから,「Γ(`1
2
) という値を `2Γ(1

2
) であ

ると定める」ことは自然なことのように思われます. 同

様に考えると, `1 < x < 0 となる勝手な実数 x 2 R
に対して, (39) 式の右辺の値によって Γ(x) という

値を定めることができることが分かります. 一方, 問 2

の (1) より, Γ(1) = 1 となることに注意して, 形式的

に (39) 式に x = 0 を代入してみると,

Γ(0) =
Γ(1)

0

=
1

0

= ∞

となりますから, Γ(0) という値はきちんと定まらず,

x = 0 は関数 Γ(x) の特異点であると考えることが

できます. こうして, 関数等式 (39) 式を用いること

で, (28) 式という積分表示では x > 0 となる実数
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x 2 R に対してしか意味がなかった Γ(x) という値

を, x > `1 となる実数 x 2 R に対しても意味付け
できることが分かりました.

そこで, 再び (39) 式を眺めてみると, 今度は, −2 <

x < −1 となる実数 x ∈ R を代入してみることができ
そうです. 例えば, x = − 3

2
を代入してみると,

Γ(−3

2
) =

Γ(− 3
2

+ 1)

− 3
2

= −2

3
· Γ(−1

2
)

となりますが, (40) 式と合わせて考えると,

Γ(−3

2
) = −2

3
· Γ(−1

2
)

=

„

−2

3

«

· (−2) · Γ(
1

2
)

となりますから,「Γ(− 3
2
)という値は

`

− 2
3

´

·(−2)·Γ( 1
2
)

という値である」と定めることは自然なことのように

思われます. 同様に考えると, `2 < x < `1 となる

実数 x 2 R に対して,

Γ(x) =
Γ(x + 1)

x

=
Γ(x + 2)

x(x + 1)
(41)

という式によって Γ(x) の値を定めることができるこ

とが分かります. このとき,形式的に (41)式に x = −1

を代入すると,

Γ(−1) =
Γ(1)

(−1) · 0

=
1

(−1) · 0

= ∞

となりますから, Γ(−1) という値はきちんと定まらず,

x = −1 も関数 Γ(x) の特異点であると考えることが

できます.

以下,同様な議論を繰り返すと,勝手な自然数 n 2 N
に対して,

Γ(x) =
Γ(x + n)

x(x + 1) ´ ´ ´ (x + n ` 1)
(42)

という式によって, `n < x となる実数 x 2 R に対
して, Γ(x) という値を定めることができることが分

かります.∗10）こうして, 勝手な実数 x 2 R に対して,

Γ(x) という値を定めることができることが分かりま

*10） 興味のある方は確かめてみて下さい.

す. また, x = 0; `1; `2; `3; ´ ´ ´ は関数 Γ(x) の

「特異点」となることも分かります.

上で見たように, 最初の (28) 式という積分表示で

は, x » 0 となる実数 x 2 R に対して, Γ(x) とい

う値はことごとく 1 になるように見えたわけですが,

(39) 式という関数等式の力を借りて, Γ(x) の「真の

姿」を注意深く探ってみると, 本当に 1 となってし

まうのは x = 0; `1; `2; ´ ´ ´ というところだけで,

それ以外の点では Γ(x) という値がきちんと定まって

いることが分かります. このことは, f(x) = 1
1−x

とい

う関数を Taylor 展開して,

1

1 − x
= 1 + x + x2 + x3 + · · · (43)

と表わしたときに, 右辺のベキ級数表示を考えると,

jxj < 1 となる実数 x 2 R に対してしか意味を持た
ず, 例えば, x = 2 を代入すると,

f(2) = 1 + 2 + 22 + 23 + ´ ´ ´

= +1

となるように見えるのに, 左辺の表示を考えると,

f(2) =
1

1 ` 2

= `1

というようにきちんと値が定まるということに似て

います. 皆さんも, この場合, f(2) = ∞ ではなく,

f(2) = −1 と定める方が自然であると思われるのでは

ないかと思います.

このように, 関数というものは「いろいろな姿」に

「化け」ながら, 我々の前に立ち現われるようなもので

あり,「ひとつの姿」だけに捕らわれていると, その関

数の「真の姿」に思い至ることもないままに「欺かれ

てしまう」ことがあるということを, こうした例は示

唆しています. 問 2で取り上げた Γ 関数も, (28) 式

という積分表示だけに捕らわれていると, x » 0 に対

しては, Γ(x) という値は「全く意味がない」などど

早合点してしまいますが,「関数等式」という「魔法の

メガネ」を通して眺めると, (28) 式という積分表示の

下に隠されていた Γ 関数の「真の姿」が垣間見られ

てくるわけです. 皆さんがこれまで慣れ親しんできて

良く分かっていると考えている関数というものは, こ

のように人を欺くなかなか「ずる賢いもの」であると

も言えますし, 公衆の面前に「真の姿」をたやすくさ

らけ出したりしない「恥ずかしがり屋」であるとも言
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えるわけです. Euler は「関数等式」という「魔法の

メガネ」を見つけることで, Γ 関数の「真の姿」を垣

間見ることができたわけですが, 現在の数学において

も, それぞれの分野に現れる「意味ありげな関数」の

「真の姿」を何とか垣間見ることができないかと考え

て, 多くの数学者が努力を重ねています.

6. 問 3の解答

(1) F (x) =
P∞

n=0 anxn を項別微分すると,

dF

dx
(x) =

∞
X

n=1

nanxn−1,

d2F

dx2
(x) =

∞
X

n=2

n(n − 1)anxn−2

となることに注意して, 与えられた微分方程式に代

入すると,

x(1 − x)
d2F

dx2
(x) + {γ − (α + β + 1)x}dF

dx
(x)

− αβF (x)

= (x − x2)

∞
X

n=2

n(n − 1)anxn−2

+{γ−(α+β+1)x}
∞
X

n=1

nanxn−1−αβ

∞
X

n=0

anxn

=

∞
X

n=2

n(n − 1)anxn−1 −
∞
X

n=2

n(n − 1)anxn

+

∞
X

n=1

γnanxn−1 −
∞
X

n=1

(α + β + 1)nanxn

−
∞
X

n=0

αβanxn (44)

となることが分かります. ここで,第一項は, n−1 

n と書き直すと,

∞
X

n=2

n(n − 1)anxn−1

=
∞
X

n=2

{(n − 1) + 1}(n − 1)a(n−1)+1x
n−1

=

∞
X

n=1

(n + 1)nan+1x
n

=
∞
X

n=0

(n + 1)nan+1x
n

と表わせることが分かります.∗11）同様に, 第三項も,

*11） このような添字の書き換えに慣れていない方は,

∞
X

n=1

γnanxn−1 =

∞
X

n=1

γ{(n−1)+1}a(n−1)+1x
n−1

=

∞
X

n=0

γ(n + 1)an+1x
n

と表わせることが分かります. また, 第二項, 第四

項も,

∞
X

n=2

n(n − 1)anxn =

∞
X

n=0

n(n − 1)anxn

∞
X

n=1

(α + β + 1)nanxn =

∞
X

n=0

(α + β + 1)nanxn

と表わせることに注意して, (44) 式を x のベキにつ

いて整理してみると,

x(1 − x)
d2F

dx2
(x) + {γ − (α + β + 1)x}dF

dx
(x)

− αβF (x)

=
∞
X

n=0

{(n + 1)n + γ(n + 1)}an+1x
n

−
∞
X

n=0

{n(n − 1) + (α + β + 1)n + αβ}anxn

=
∞
X

n=0

(n + 1)(γ + n)an+1x
n

−
∞
X

n=0

{n2 + (α + β)n + αβ}anxn

=
∞
X

n=0

{(n+1)(γ+n)an+1−(α+n)(β+n)an}xn

となることが分かります. したがって, ベキ級数

F (x) =

∞
X

n=0

anxn

が与えられた微分方程式を満たすための必要十分条

件は, すべての自然数 n ∈ N に対して,

(n+1)(γ +n)an+1− (α+n)(β +n)an = 0 (45)

が成り立つことであることが分かります. いま,

γ /∈ {0,−1,−2, · · · } なので, 勝手な自然数 n ∈ N

∞
X

n=2

n(n − 1)anx
n−1

= 2 · 1 · a2x + 3 · 2 · a3x
2

+ 4 · 3 · a4x
3

+ · · ·

=

∞
X

n=1

(n + 1)nan+1x
n

というように, 一旦,「
P

」を外してから, xn の係数がどう
なるかということを考えて, 式変形をしてみて下さい.
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に対して, γ + n 6= 0 となることに注意すると, (45)

式は,

an+1 =
(α + n)(β + n)

(n + 1)(γ + n)
· an

と表わされることが分かります. ここで, n+1 n

と書き直すと, n ≥ 1 のとき,

an =
(α + n − 1)(β + n − 1)

n(γ + n − 1)
· an−1

=
(α + n − 1)(β + n − 1)

n(γ + n − 1)
·

(α + n − 2)(β + n − 2)

(n − 1)(γ + n − 2)
· an−2

= · · ·

=
(α + n − 1) · · ·α(β + n − 1) · · · β
n! · (γ + n − 1)(γ + n − 2) · · · γ · a0

=
α(α+1) · · · (α+n−1)β(β+1) · · · (β+n−1)

n! · γ(γ + 1) · · · (γ + n − 1)
·a0

となることが分かります. よって, ベキ級数で表わ

される微分方程式の解は, 勝手な実数 a0 ∈ R に対
して,

F (x) = a0 + a0

∞
X

n=1

α(α + 1) · · · (α + n − 1)

n!

· β(β + 1) · · · (β + n − 1)

γ(γ + 1) · · · (γ + n − 1)
xn

と表わされることが分かります.

(2) F (x) =
P∞

n=0 anxn に対して, F (0) = a0 とな

るので, F (0) = 1 となる解は, a0 = 1 として, (1)

の結果から,

F (x) = 1 +

∞
X

n=1

α(α + 1) · · · (α + n − 1)

n!

· β(β + 1) · · · (β + n − 1)

γ(γ + 1) · · · (γ + n − 1)
xn

(46)

という式で与えられることが分かります. いま,

x ∈ R を, 勝手にひとつ取ってきて,

c0 = 1

cn= α(α+1)···(α+n−1)β(β+1)···(β+n−1)
n!·γ(γ+1)···(γ+n−1)

xn, (n ≥ 1)

と定めると,

F (x) =

∞
X

n=0

cn

と表わされることが分かります. また, α, β /∈
{0,−1,−2,−3, · · · } なので, x 6= 0 のとき, 勝手

な自然数 n ∈ N に対して, cn 6= 0 となることに注

意します.∗12）

そこで, この級数の収束, 発散を調べるために,
˛

˛

˛

cn+1
cn

˛

˛

˛

を考えてみると,

˛

˛

˛

˛

cn+1

cn

˛

˛

˛

˛

=

˛

˛

˛

˛

(α + n)(β + n)

(n + 1)(γ + n)
· x
˛

˛

˛

˛

=

˛

˛

˛

˛

˛

(α
n

+ 1)( β
n

+ 1)

(1 + 1
n
)( γ

n
+ 1)

· x

˛

˛

˛

˛

˛

となるので,

lim
n→∞

˛

˛

˛

˛

cn+1

cn

˛

˛

˛

˛

= lim
n→∞

˛

˛

˛

˛

˛

(α
n

+ 1)( β
n

+ 1)

(1 + 1
n
)( γ

n
+ 1)

· x

˛

˛

˛

˛

˛

= |x|

となることが分かります. したがって, 第 5 回の問

2のところで説明した級数の収束判定法より,
8

<

:

|x| < 1 =⇒ F (x)=
P∞

n=0 cn は絶対収束する.

|x| > 1 =⇒ F (x)=
P∞

n=0 cn は発散する.

となることが分かります. よって, (46) 式で与えら

れるベキ級数の収束半径 r は, r = 1 となることが

分かります.

7. 問 3を見直すと

微分方程式の解を求める方法として, ベキ級数を用

いて解を求めるという方法があります. 皆さんに, この

ような方法を紹介することと, ベキ級数の収束半径を

求めるちょうど良い演習問題になるのではないかと思

い, 問 3を出題してみました.

そこで, ここでは, 問 3の例をもとにして, こうした

微分方程式の解法について見返してみることにします.

問 3では, 取りあえず収束の問題などは全く無視して,

ベキ級数

F (x) =

1
X

n=0

anxn

を形式的に考えて, これを形式的に項別微分したもの

を微分方程式に代入してから x のベキについて整理

してみることで,

x(1 − x)
d2F

dx2
(x) + {γ − (α + β + 1)x}dF

dx
(x)

*12） n0 ∈ N として, α = −n0, または, β = −n0 となるとき
には, n > n0 となる自然数 n ∈ N に対して, cn = 0 とな
ることが分かりますから, F (x) は n0 次の多項式になるこ
とが分かります.
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− αβF (x)

=

∞
X

n=0

{(n + 1)(γ + n)an+1

− (α + n)(β + n)an}xn (47)

という表示を得ました. このとき, (47) 式の右辺に現

われた級数の xn の各係数がすべて 0 であれば, この

級数は恒等的に 0 となる定数関数を表わすことになり

ますから,「形式的に」微分方程式が満たされることに

なります.∗13）

そこで, この条件を具体的に書いてみると,

(n + 1)(γ + n)an+1

= (α + n)(β + n)an, (n = 0, 1, 2, · · · )

というように, F (x) =
P1

n=0 anxn の係数からな

る数列 fangn=0;1;2;´´´ に対する漸化式が得られるこ

とが分かります. さらに, この漸化式を具体的に解い

てみることで,

F (x) = a0 + a0

∞
X

n=1

α(α + 1) · · · (α + n − 1)

n!

· β(β + 1) · · · (β + n − 1)

γ(γ + 1) · · · (γ + n − 1)
xn

(48)

という表示が得られました. こうして, 形式的に (48)

式という解が得られましたが, このようにベキ級数が

収束するかどうかということを全く気にせずに, 形式

的に求めた微分方程式の解のことを形式解と呼んだり

します.

さて, (48) 式で与えられる級数は具体的な級数です

から, その収束半径を問題にすることができます. 実

際, 問 3の (2)で見たように, ( a0 6= 0 のとき, ) この

級数の収束半径 r は, r = 1 となることが分かります.

したがって, x 2 (`1; 1) に対して, (48) 式で与え

られる級数の値 F (x) はきちんと定まることが分か

りますから, F (x) は F : (−1, 1) → R という関数を
定めることが分かります. そこで, ここまで議論を進

めてから, この F : (`1; 1) ! R という関数に対し
て, 最初の議論を行なったのだと考えてみることにし

ます. すると, 第 5回の問 3のところで見たように, こ

*13） ここで,「形式的に」と言ったのは, 今の段階では, それぞ
れの実数 x ∈ R に対して, F (x) =

P∞
n=0 anxn という値

がきちんと定まっているのかどうかということが分からない
ので, (47) 式の右辺の意味があまりハッキリしないからです.

のような関数は何度でも微分ができ, その導関数はベ

キ級数による表示を項別微分することによって得られ

ますから, 今度は, (47) 式の右辺もきちんとした意味

を持ち, 区間 (`1; 1) において (47) 式が成り立つと

いうことが分かります. ところが, F (x) の係数は, も

ともと (47) 式の右辺が 0 になるように定めたのです

から, 区間 (`1; 1) において,

x(1`x)
d2F

dx2
(x)+f‚ `(¸+˛+1)xg dF

dx
(x)

`¸˛F (x) = 0

となることが分かります. こうして, (48) 式で求めた

形式解は, ベキ級数表示の収束域である区間 (`1; 1)

上で本当の解を定めていることが確かめられました.

以上のように, この方法の戦略は,

(イ) 最初に, 形式的にベキ級数を微分方程式に代入す

ることで「形式解」を求める.

(ロ) 次に, こうした形式解に対する収束半径 r をき

ちんと求めることで, ベキ級数の収束域である区間

(`r; r) 上で形式解が本当の解であることを保証

する.

という二つのステップを通して微分方程式の解を求め

るということであることが分かります. こうした方法

で, 微分方程式の解の構造がすっきりと理解できるよ

うな代表的な例が,

d2F

dx2
(x) − 3

dF

dx
(x) + 2F (x) = 0

や

d2F

dx2
(x) − 2

dF

dx
(x) + F (x) = 0

というような形をした定数係数の線型微分方程式です.

興味のある方は, 上で述べたような戦略でこれらの方

程式の解を求めてみて, それらの解がどのような関数

の Taylor展開になっているのかということを考えて

みて下さい. その際に,
„

xn

n!

«′

=
xn−1

(n − 1)!

となることに注目して,

F (x) =

∞
X

n=0

an
xn

n!

というように係数を付け替えて議論を行なってみると,

少し議論が見やすくなるかもしれません.

さて, 問 3で取り上げた微分方程式はGauss の超幾
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何微分方程式と呼ばれていて, GaussやRiemannなど

の研究を受け継ぐ形で, 現在でも多くの数学者を魅了し

続けている微分方程式の代表格です. また, (48) 式で

与えられる超幾何微分方程式のベキ級数解 (の a0 = 1

としたもの )をGaussの超幾何関数と呼んだりしま

す. いま, 二項展開を一般化して, α ∈ R に対して,

f(x) = (1 − x)−α (49)

という関数を考えると, f(x) の Taylor展開は,

f(x) = 1 +

∞
X

n=1

α(α + 1) · · · (α + n − 1)

n!
xn

となることが分かります.∗14） これを, (48) 式と比べ

てみると, Gauss の超幾何級数とは, (49) 式の関

数 f(x) を一般化したような関数であることが分かり

ます.

*14） 皆さん, 確かめてみて下さい.
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